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5 Séries entitres réelles

Dans ce paragraphe a,eK et xo L]

Théoreme 1 1 Solt [ (x)= .”.’ 4, k" In somme d'une série entibre réelle de rayon de
»w

convergence positif, Alors, pour tout ke, In somme partielle de rang k fournit un

développement limité de / b 'origne, b l'ordre k.

1 _Rayon de convergence

(Dans la suite K désigne R ou C))

a. On appelle série entidre toute série d'applications dont le terme général est

de la forme : u, (x) = a,x" ((a,, )eK’),

b. Théordme et définition : 11 existe un et un seul Rc[ﬂ-, 7-0) bl qua
|x| <R =% L a, x" est une série absolument convergente
|x|>R =L a, x" estune série divergente,

On appelle disque de convergence I'ensemble ouvert D= {xeK; |x|<R).

R est le rayon de convergence de la série entidre (on notera aussi R=p (a,)).

Pour | x| >R, le terme général ne tend pas vers zéro,

Pour | x| =R, on ne peut conclure (le résultat dépend de la série et de x).

Théoréme 21 81 [ (x)= X a,x", on a, pour tout neN :
nel

Ay~ :' [""(()j (formules de Mac Laurin).
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« De méme, s'il existe A =1lim | 2| alors R=7-
" n A Développement en série ” 1 0o siio On o9 /
il ir d" i . " " 3 Soit ; une fonction numérique de clisse 4" sur un voisinage 1 de zéro. On dit que
« Si l'on a, A partir d'un certain rang : | a,x"|<|b,x"|, alors : bl i S Vil existe un volsinage J de zéro tel que / soit somme p i
p(b.)<p(a,). série entiére sur 1N J. sérle de Mac 1 iée
Si f est " sur un voisinage de zéro, on appell e Laurin assoc
2 Séries dérivées | A f la série entiére :
S . ")
u, (x)=a,x" est le terme général d'une série entidre de rayon de convergence R>0, F‘-:‘—Q »
nyo n

La séric entidre uj(x)=na,x""" (séric dérivée) a méme rayon de convergence R.
1l en est de méme de ul (x)=n(n=1)...(n = (k=1)) a,x""* ainsi que de w, :
nel Pour que f soit développable en série, il faut et il suffit que la série de Mac Laurin

de f converge vers [ sur un voisinage de zéro,
| Théoréme 3 : Soit £ une fonction numérique de classe €™ sur un voisinage J de zéro,

3 _Convergence uniforme. Théorémes Fusranx ‘[ Pour que / soit développable en série, il suffit que la suite [ soit_bornée sur J,

W, (x)-a,.'"—+—l--

Une série entiere de rayon de convergence positif R converge uniformément sur tout c'est-d-dire :
disque fermé B, (0, p) avec p<R : s (AK>0) (Yued) (YneN) |/ u)|<K.
B, (0, p)={z€ =p}.
7. p)={z 21<p} Remarque : La condition | (u)| % K" est aussi suffisante.

Théoréme 1 : (Continuité)

La somme d'une série entiére est continue dans son disque de convergence. !
. YR 6 Développements en série usuels (fo

Théoréme 2 : On peut intégrer terme A terme une série entidre réelle (i.c.

a,€K) dans son intervalle de convergence, c'est-d-dire : ‘
0 x W A ‘o
(Yxe]-R, +R[) u};om-fo ("’:‘.N a,,l)dl s ;l“ iaa
(La séric entiére obtenue a méme rayon de convergence R.) | -’-: Csciar
Théoréme 3 : On peut dériver terme A terme une séric entitre réelle (i.c. : x€ R; P Z 8 " (ac R',) EEéE R
a,€K) dans son disque de convergence ; donc : ; o 7]
(yx€]-R, +R[) “;J na,.x""-z ("EN n"x"). \ e
(La série obtenue par dérivation a méme rayon de convergence R.) a—:—l - Lo " (a eC* ) Ee 1~ lal, lall
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