Ensembles de nombres

Entiers : Le minimum pour définir les entiers, c’est un
point de départ (qu’'on appelle 0) et un moyen de pas-
ser au suivant (qu’on note s comme successeur). C’est ce
que formalisent les axiomes de Péano, qui stipulent qu’il
existe un ensemble, noté N, muni d’un élément 0 et d’une
fonction s : N — N tels que :
e 0 n’est le successeur d’aucun entier : 0 ¢ s(N).
e s est injective : deux entiers ne peuvent avoir le méme
successeur que s’ils sont égaux.
e Principe de récurrence : Soitt A C N. Si A contient, 0,
et a € A= s(a) € A, alors A =N tout entier.

De ce dernier axiome, on déduit la méthode de démons-
tration par récurrence.

Méthode : Pour montrer qu’une propriété sur les en-
tiers P(n) est vraile pour tout n, on peut procéder par
récurrence :

o Initialisation : On montre P(0).

e Hérédité : On montre que P(a) = P(s(a)). Autre-

ment dit, on suppose que P est vérifiée pour un entier
a, et on montre que P est vérifiée pour son successeur.

Propriétés liées a 'ordre : On dispose sur N d’un
ordre <, et donc on peut parler de maximum, mini-
mum,etc. On a :

e Si ACN, A#(, alors A a un plus petit élément.

e SiACN,A#0D, et A est finie, alors A a un plus

grand élément.

Meéthode : algorithme d’Euclide On calcule le pged
de a et b par la méthode itérative suivante :
1. Si b = 0, le pged est a. Sinon, on fait la division
euclidienne : a = bgg + 7o.
2. Si rg = 0, le pged est b. Sinon, on fait la division
euclidienne de b par 1o : b = roq1 + 1.
3. Siry =0, le pged est rg. Sinon, on fait la division
euclidienne de ry par rq, etc.
4. On obtient ainsi b > ro > 71 > ra.... Le pged est le
dernier reste non nul.

Arithmétique : Dans N, on peut bien str additionner
et multiplier. On dispose aussi de la division euclidienne :
Pour tout couple d’entiers (a,b) tel que b # 0, il existe

q € N et r < b uniques tels que . On dit que g
est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a
par b.

Si r =0, on dit que a est un multiple de b et que b est
un diviseur de a.

Un entier p > 2 est premier s’il n’admet que deux divi-
seurs : 1 et p.
A 1 n’est pas premier.

Les nombres premiers sont les "briques de construction"
des autres entiers : Tout entier n peut se décomposer en
produit de nombres premiers :

n= H pf avec p; premier Vi
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PPCM, PGCD : Soit (a,b) un couple d’entiers.
e On note ppem(a,b) le plus petit multiple commun de
a et b.
e On note pged(a,b) le plus grand diviseur commun de
a et b. S’il est égal & 1, on dit que a et b sont premiers
entre eux.
e On a la relation ‘pgcd(a, b)ppcm(a,b) = ab ‘

A Ceci n’implique pas que a ou b est premier. Par
exemple, 12 et 49 sont premiers entre eux.
Sia=pl...pk et b=pl.. . plr avec p; alors

min(k1 ,ll) min(k2 ,lz)
Y25 :

pgcd(a,b) = p;

min(ky,ln)

LDy

max(k1,l1) max(ka,l2) max (ky,ln)

ppem(a, b) = p; Do e Dn

Rationnels : On appelle nombres rationnels les nombres
de la forme x = %, avec p, q entiers tels que ¢ # 0. On
note QQ I’ensemble des rationnels.

Remarque : en simplifiant pged(p, q) dans la fraction, on
/
écrire x = Iq’—, avec p’, ¢’ entiers premiers entre eux.

Les nombres rationnels peuvent aussi s’écrire sous
forme d’un développement décimal : 2 = agy,ayas ... Par
q

exemple, % = 0,33333.... Les rationnels ont des dévelop-
pements décimaux qui se répétent au bout d’un moment.
Meéthode : Pour passer d’une écriture a 1’autre
e De la fraction au décimal : Soit % un rationnel.
1. On fait la division euclidienne de p par ¢ : p =
aoq + by, donc 2 = ag + 2.
2. On fait la division de 10by par ¢ : 10bg
donc & = ;107! + %q.
3. On fait la division de 10b; par q : 10by = asq+bo
donc - = ay1072 4 %2 et ainsi de suite

a1q+by

10q 102¢°
4. On obtient % = ag + a1107! + a»1072... =
ap,a1as . ...

e Du décimal a la fraction : On utilise le fait que
le développement décimal d’un rationnel se répéte.
Etudions-le sur un exemple. Cherchons I’écriture frac-
tionnaire de x = 1,011363636....

1. On met la partie répétitive d’'un co6té de la vir-
gule, le reste de I'autre : 1000z = 1011, 363636....

2. On soustrait la partie entiére : 1000z — 1011 =
0,363636. ... Posons y = 1000x — 1011.

3. On multiplie y par une puissance de 10 qui garde
la méme répétition aprés la virgule : ici

100y = 36, 3636363... =

4. On a donc 99y = 36 donc y = 38 = X
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y+1011 _ 11125 _ 88

et T = 9500~ = 11000 — 89

Reéels : On définit I’ensemble R des réels comme 1’en-
semble de tous les développements décimaux possibles (ré-
pétitifs ou non).

Contrairement & N, certaines parties bornées de R n’ont
pas de plus petit ou plus grand élément : par exemple 0, 1[.
En revanche,

e Toute partie majorée de R a une borne supérieure

e Toute partie minorée de R a une borne inférieure.
Meéthode : Pour montrer que s € E est la borne supé-
rieure de X C R, il faut montrer que :

1. s est un majorant de X, autrement dit que pour tout

zeX,xz<s

2. si M est un majorant de X, alors s < M : s est le

plus petit majorant.




