Mesures et Intégration

Tribus et ensembles mesurables : On appelle tribu
sur X toute famille 7 C £ (X) telle que

>0e T,

>SiAe T alors A€ T

> Si(Ay)n € TN, alors |, A, € 7.
Les éléments de .7 sont les ensembles mesurables. On dit
que (X,.7) est un espace mesurable.

e On appelle tribu engendrée par une famille .7 C Z(X)
la plus petite tribu qui contient .%. On la note o(.%).

e La tribu engendrée par la famille des ouverts de R? est
appelée tribu des boréliens et notée Z(R?).

Meéthode : On peut montrer une propriété sur une me-
sure o-finie en la montrant d’abord sur les mesures finies
tn A€ T — pu(E, N A), puis en passant a la limite.

Fonctions mesurables : [ : (X1, 7)) — (X3, %) est
Th-mesurable si f~1(B) € 9 pour tout B € .

Le plus souvent, (Xa, %) = (R, Z(R)). Dans ce cas, pour
montrer que f : (X,.7) — (R, Z(R)) est mesurable, il suf-
fit de montrer que , pour tout a € R, f~!(Ja, +o0]) € 7.
On note Z°(X, 7) I'ensemble des fonctions mesurables.

Les fonctions suivantes sont 7 -mesurables :

> Les fonctions continues

> Les fonctions monotones

> Les indicatrices 14 pour A € 7

> Les composées de fonctions mesurables

> Les sommes, produits, quotients, max et min de
fonctions mesurables

> Les inf, sup, liminf, limsup et limites de suites de
fonctions mesurables

On appelle fonctions étagées les fonctions de la forme
> x Mla,. Elles sont .7-mesurables ssi Vk, A, € 7. Elles
jouent le role des fonctions en escaliers dans la théorie de
Riemann :

Théoréme : Toute fonction mesurable f : (X,7) — Ry
est limite d’une suite croissante de fonctions étagées me-
surables.

Mesure : Une mesure sur (X,.7) est une application
p: T — Ry qui vérifie

> u(@ =0

> Si (Ap)n € IN est une famille dénombrable dis-

jointe, alors p(UpAy) = 11(An)

On dit que (X, .7, i) est un espace mesure.
On dit qu’une propriété P(zx) est vérifiée u-presque par-
tout si u({z € X,-P(z)}) =0.

Ezxemples :
e La mesure de comptage p sur (N, #(N)) définie par
w(A) = Card A

e La mesure de Lebesgue A sur (R, #(R)), qui géné-
ralise la longueur des intervalles.
Propriétés :
> Si A C B alors u(A) < u(B)
> Si (Ap)n € TN, p(Undy) <37 p(An)
> Si (An)n € 7N est croissante alors u(U,A,) =
lim,, u(A4,).
> Si (An)n € TN est décroissante et u(Ag) < oo alors
w(NpAy) = lim, p(Ay).
e On dit que p est finie si pu(X) < oo.
e On dit que p est o-finie sil existe (E,) € 7" croissante
telle que U, E,, = X et, pour tout n, u(E,) < co.

Intégration : Soit (X, 7,u) mesuré et f € £%(X,.7)
positive. On définit 'intégrale de f par rapport a p par

/X fdu = sup {Z u(Ay)inf f, (Ay) € PME(X, y)}

k=1

ou PMF est I’ensemble des partitions mesurables finies de
X. On a, en particulier, fX Ladp = u(A).

Soit f € £°(X,.7). On associe a f les fonctions me-
surables positives

f+ = max(f, O)’ f- = max(—f,0)

Alors f = fo — f_ et |f| = f1+ /.
On dit que f est intégrable si [ |fldp < co. Dans ce cas

on pose
/deu=/xf+du—/xf—du

On note (X, 7, 1) 'ensemble des fonctions intégrables.
Propriétés : Soient f,g € LY X, .7, p). Alors :

> f |—>/ fdp est linéaire
b'e

DSifég,/fdﬂé/gdu

X X

> Sif=gu-p-p-,/ fdu=/ gdp
X

/. fdu‘ﬁ /. i

> Si/ |fldp =0 alors f =0 p-p.p.
X

>

3. Théoréme de convergence dominée :

Théorémes de convergence : Les trois théorémes sui-
vants nous permettent d’intervertir limite et intégrale :

1. Théoréme de convergence monotone : Soit (f,),
une suite croissante de fonctions mesurables positives,
et f = lim, f, = sup,, fn. Alors f est mesurable et

-/de,uzlim/xfnd,u.

2. Lemme de Fatou : Soit (f,), une suite de fonctions

mesurables positives. Alors
/ liminf f,dp < lim inf/ fndu
b'e X

Soit (fn)n
une suite de fonctions mesurables telles que
e lim, f,(z) existe pour presque tout z € X,
e il existe g € L1 (X, .7, ) telle que pour tout n et
pour presque tout z, |f(z)| < g(z).
Alors f = lim f,, est intégrable,

/fdu: lim/fnd,uet lim/|fn—f|du:0




Intégrales multiples : Soient (X1, .91, p1), (X2, P2, u2) mesurés o—finis. Alors il existe une unique mesure p sur (X; x
Xo, 71 ® F) telle que pu(Ay x Ag) = 1 (A1)pa(Asz) pour tout Ay € 7 et As € F5.
On lappelle mesure produit, notée p1 & ps.

Cette mesure nous permet notamment de calculer des intégrales multiples. Les théorémes suivants nous permettent
d’intervertir ’ordre d’intégration :

1. Théoréme de Fubini-Tonelli : Soit f € #°(X; x X3) positive. Alors

reXi | flz,y)du(y) ety € Xo— [ f(z,y)dui(z)
Xo X1

sont mesurables, et

/XlxXQ fdp = /X ( . f(w,y)duz(y)> dyn (x) = /X( . f(z,y)dul(x)> dps(y)

2. Théoréme de Fubini : Soit f € ZLY(X; x Xo, .73 @ Th, ). Alors :
e pour presque tout z € X1, la fonction y — f(z,y) est dans L1 (Xs, Ts, o),
e pour presque tout x € Xo, la fonction x — f(z,y) est dans (X1, T4, p1).
o v [ flz,y)dua(y) € X1, To, ) et y = [y f(a,y)du(z) € L1 (X2, Ty, po) 5

. /XIXX2 fdp @ pz = /X1 ( . f(m,y)dm(y)) dp (z) = /X2 ( . f(x,y)dpl(x)> dpa(y)

Espaces £? : Pour p € [1,00[, on définit Densité des fonctions sympathiques : Soit f : R — R

une fonction. On appelle support de f ’ensemble
220 = {f € 20X, 7), [ |fPdu< oc)
X supp(f) = {z € R, f(z) # 0}.

Le support de f est donc I’adhérence de ’ensemble ou f
est non nulle.

et pour f € ZP(u) on notera N,(f) = ([y |f|pdu)%.
Par ailleurs, on définit

L) ={f: X >R, IA> 0 t.q. |f| < Ap—pp.) \ Su(?)rrl)onr(zt(e:(r)zrinf;(cf,sﬂfr) ]gensemble des fonctions continues
et pour f € Z°°(u) on notera Alors 6.(R,R) est dense dans Z?()) : pour toute f €
. ZLP(R, A(R), \), pour tout £ > 0, il existe g € €.(R,R)

Neo(f) =inf{A >0, u({[f| > A}) =0} telle que N,(f —g) < e.

Pour p € [1,00], £P(p) est un espace vectoriel et N, est

{INE SEemMI-NOTIME = Inclusions entre les £?(u) : Soit 1 < p < ¢ < 0.

> ) =0 == [=0wpp > Si p(X) < o0, L) C L7 ().
> Np(Af) = [AIN,(f) > Sur (N, Z(N)) avec la mesure de comptage,

> Np(f +9) < Np(f) + Np(9) LP(p) C L9(p).
Ilnéglalité de Hélder : Soient p,q € [1,00] tels que Remarque : La seconde inclusion est vraie dés que
5 T3 = 1. Alors, pour toutes f € £7(u) et g € L(p), (X, 7, p) nadmet pas d’ensemble de mesure arbitraire-

ment petite. Plus précisément, si

(Ni(F9) < Np(£)N,(9) |

inf{u(F),E € I t.q. u(E) >0} >0

alors ZP(u) C Z(u) pour p < g.

Contre-ezemple : Sur (R, Z(R), X), qui ne tombe dans au-
Convergence dominée : Soit (f,), une suite de fonc- cun des deux cas, on a

tions qui converge u-p.p. vers une fonction f. On suppose 1 9 1
> Pour tout n € N, f,, € £P(u) 5]1[1,00[ e M\Z V),
> Il existe g € ZP(u) telle que pour tout n, |fn] < g
Alors f € 2P () et Np(fn — f) 22225 0.
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Par ailleurs, pour une fonction donnée f € £°(X,.7),
Iensemble {p € [1,00], f € ZP(n)} est un intervalle.

Lo, € L1 (M) \ 2% (V)

En particulier,

(| 27w =2"(n)n2L>w

1<p<oo




