
Mesures et Intégration

Tribus et ensembles mesurables : On appelle tribu

sur X toute famille T ⊂P(X) telle que

. ∅ ∈ T ,

. Si A ∈ T alors Ac ∈ T

. Si (An)n ∈ T N, alors
⋃

nAn ∈ T .

Les éléments de T sont les ensembles mesurables. On dit

que (X,T ) est un espace mesurable.

• On appelle tribu engendrée par une famille F ⊂P(X)
la plus petite tribu qui contient F . On la note σ(F ).
• La tribu engendrée par la famille des ouverts de Rd est

appelée tribu des boréliens et notée B(Rd).

Fonctions mesurables : f : (X1,T1) → (X2,T2) est

T1-mesurable si f−1(B) ∈ T1 pour tout B ∈ T2.

Le plus souvent, (X2,T2) = (R,B(R)). Dans ce cas, pour
montrer que f : (X,T )→ (R,B(R)) est mesurable, il suf-

�t de montrer que , pour tout a ∈ R, f−1(]a, +∞[) ∈ T .

On note L 0(X,T ) l'ensemble des fonctions mesurables.

Les fonctions suivantes sont T -mesurables :

. Les fonctions continues

. Les fonctions monotones

. Les indicatrices 1A pour A ∈ T

. Les composées de fonctions mesurables

. Les sommes, produits, quotients, max et min de

fonctions mesurables

. Les inf, sup, liminf, limsup et limites de suites de

fonctions mesurables

On appelle fonctions étagées les fonctions de la forme∑
k λk1Ak

. Elles sont T -mesurables ssi ∀k, Ak ∈ T . Elles

jouent le rôle des fonctions en escaliers dans la théorie de

Riemann :

Théorème : Toute fonction mesurable f : (X,T )→ R+

est limite d'une suite croissante de fonctions étagées me-

surables.

Mesure : Une mesure sur (X,T ) est une application

µ : T → R+ qui véri�e

. µ(∅) = 0

. Si (An)n ∈ T N est une famille dénombrable dis-

jointe, alors µ(∪nAn) =
∑

n µ(An)
On dit que (X,T , µ) est un espace mesuré.

On dit qu'une propriété P (x) est véri�ée µ-presque par-

tout si µ({x ∈ X,¬P (x)}) = 0.

Exemples :

� La mesure de comptage µ sur (N,P(N)) dé�nie par
µ(A) = CardA

� La mesure de Lebesgue λ sur (R,B(R)), qui géné-
ralise la longueur des intervalles.

Propriétés :

. Si A ⊂ B alors µ(A) ≤ µ(B)

. Si (An)n ∈ T N, µ(∪nAn) ≤
∑
µ(An)

. Si (An)n ∈ T N est croissante alors µ(∪nAn) =
limn µ(An).

. Si (An)n ∈ T N est décroissante et µ(A0) <∞ alors

µ(∩nAn) = limn µ(An).

• On dit que µ est �nie si µ(X) <∞.

• On dit que µ est σ-�nie s'il existe (En) ∈ T N croissante

telle que ∪nEn = X et, pour tout n, µ(En) <∞.

Méthode : On peut montrer une propriété sur une me-

sure σ-�nie en la montrant d'abord sur les mesures �nies

µn : A ∈ T 7→ µ(En ∩A), puis en passant à la limite.

Intégration : Soit (X,T , µ) mesuré et f ∈ L 0(X,T )
positive. On dé�nit l'intégrale de f par rapport à µ par∫

X

fdµ = sup

{
n∑

k=1

µ(Ak) inf
Ak

f, (Ak) ∈ PMF(X,T )

}

où PMF est l'ensemble des partitions mesurables �nies de

X. On a, en particulier,
∫
X
1Adµ = µ(A).

Soit f ∈ L 0(X,T ). On associe à f les fonctions me-

surables positives

f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0)

Alors f = f+ − f− et |f | = f+ + f−.
On dit que f est intégrable si

∫
X
|f |dµ < ∞. Dans ce cas

on pose ∫
X

fdµ =

∫
X

f+dµ−
∫
X

f−dµ

On note L 1(X,T , µ) l'ensemble des fonctions intégrables.

Propriétés : Soient f, g ∈ L 1(X,T , µ). Alors :

. f 7→
∫
X

fdµ est linéaire

. Si f ≤ g,
∫
X

fdµ ≤
∫
X

gdµ

. Si f = g µ-p.p.,

∫
X

fdµ =

∫
X

gdµ

.

∣∣∣∣∫
X

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f |dµ

. Si

∫
X

|f |dµ = 0 alors f = 0 µ-p.p.

Théorèmes de convergence : Les trois théorèmes sui-

vants nous permettent d'intervertir limite et intégrale :

1. Théorème de convergence monotone : Soit (fn)n
une suite croissante de fonctions mesurables positives,

et f = limn fn = supn fn. Alors f est mesurable et∫
X

fdµ = lim

∫
X

fndµ.

2. Lemme de Fatou : Soit (fn)n une suite de fonctions

mesurables positives. Alors∫
X

lim inf fndµ ≤ lim inf

∫
X

fndµ

3. Théorème de convergence dominée : Soit (fn)n
une suite de fonctions mesurables telles que

� limn fn(x) existe pour presque tout x ∈ X,

� il existe g ∈ L 1(X,T , µ) telle que pour tout n et

pour presque tout x, |fn(x)| ≤ g(x).
Alors f = lim fn est intégrable,∫

X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ et lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0



Intégrales multiples : Soient (X1,T1, µ1), (X2,T2, µ2) mesurés σ−�nis. Alors il existe une unique mesure µ sur (X1 ×
X2,T1 ⊗T2) telle que µ(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2) pour tout A1 ∈ T1 et A2 ∈ T2.

On l'appelle mesure produit, notée µ1 ⊗ µ2.

Cette mesure nous permet notamment de calculer des intégrales multiples. Les théorèmes suivants nous permettent

d'intervertir l'ordre d'intégration :

1. Théorème de Fubini-Tonelli : Soit f ∈ L 0(X1 ×X2) positive. Alors

x ∈ X1 7→
∫
X2

f(x, y)dµ2(y) et y ∈ X2 7→
∫
X1

f(x, y)dµ1(x)

sont mesurables, et∫
X1×X2

fdµ =

∫
X1

(∫
X2

f(x, y)dµ2(y)

)
dµ1(x) =

∫
X2

(∫
X1

f(x, y)dµ1(x)

)
dµ2(y)

2. Théorème de Fubini : Soit f ∈ L 1(X1 ×X2,T1 ⊗ T2, µ). Alors :
� pour presque tout x ∈ X1, la fonction y 7→ f(x, y) est dans L 1(X2, T2, µ2),
� pour presque tout x ∈ X2, la fonction x 7→ f(x, y) est dans L 1(X1, T1, µ1).
� x 7→

∫
X2
f(x, y)dµ2(y) ∈ L 1(X1, T1, µ1) et y 7→

∫
X1
f(x, y)dµ1(x) ∈ L 1(X2, T2, µ2) ;

� ∫
X1×X2

fdµ1 ⊗ µ2 =

∫
X1

(∫
X2

f(x, y)dµ2(y)

)
dµ1(x) =

∫
X2

(∫
X1

f(x, y)dµ1(x)

)
dµ2(y)

Espaces L p : Pour p ∈ [1,∞[, on dé�nit

L p(µ) = {f ∈ L 0(X,T ),

∫
X

|f |pdµ <∞}

et pour f ∈ L p(µ) on notera Np(f) =
(∫

X
|f |pdµ

) 1
p .

Par ailleurs, on dé�nit

L∞(µ) = {f : X → R, ∃A > 0 t.q. |f | ≤ Aµ− p.p.}

et pour f ∈ L∞(µ) on notera

N∞(f) = inf{A > 0, µ({|f | > A}) = 0}

Pour p ∈ [1,∞], L p(µ) est un espace vectoriel et Np est

une semi-norme :

. Np(f) = 0 ⇐⇒ f = 0 µ-p.p.

. Np(λf) = |λ|Np(f)

. Np(f + g) ≤ Np(f) +Np(g)

Inégalité de Hölder : Soient p, q ∈ [1,∞] tels que
1
p + 1

q = 1. Alors, pour toutes f ∈ L p(µ) et g ∈ L q(µ),

N1(fg) ≤ Np(f)Np(g)

Convergence dominée : Soit (fn)n une suite de fonc-

tions qui converge µ-p.p. vers une fonction f . On suppose

. Pour tout n ∈ N, fn ∈ L p(µ)

. Il existe g ∈ L p(µ) telle que pour tout n, |fn| ≤ g
Alors f ∈ L p(µ) et Np(fn − f)

n→∞−−−−→ 0.

Densité des fonctions sympathiques : Soit f : R→ R
une fonction. On appelle support de f l'ensemble

supp(f) = {x ∈ R, f(x) 6= 0}.

Le support de f est donc l'adhérence de l'ensemble où f
est non nulle.

On notera Cc(R,R) l'ensemble des fonctions continues

à support compact sur R.
Alors Cc(R,R) est dense dans L p(λ) : pour toute f ∈

L p(R,B(R), λ), pour tout ε > 0, il existe g ∈ Cc(R,R)
telle que Np(f − g) < ε.

Inclusions entre les L p(µ) : Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

. Si µ(X) <∞, L q(µ) ⊂ L p(µ).

. Sur (N,P(N)) avec la mesure de comptage,

L p(µ) ⊂ L q(µ).

Remarque : La seconde inclusion est vraie dès que

(X,T , µ) n'admet pas d'ensemble de mesure arbitraire-

ment petite. Plus précisément, si

inf{µ(E), E ∈ T t.q. µ(E) > 0} > 0

alors L p(µ) ⊂ L q(µ) pour p ≤ q.
Contre-exemple : Sur (R,B(R), λ), qui ne tombe dans au-

cun des deux cas, on a
1

x
1[1,∞[ ∈ L 2(λ) \L 1(λ),

1√
x
1]0,1] ∈ L 1(λ) \L 2(λ)

Par ailleurs, pour une fonction donnée f ∈ L 0(X,T ),
l'ensemble {p ∈ [1,∞], f ∈ L p(µ)} est un intervalle.

En particulier,⋂
1≤p≤∞

L p(µ) = L 1(µ) ∩L∞(µ)


