Déterminants

Déterminant d’une matrice 2x2 :|det (Z Z) =ad — bc

Déterminants de matrices n x n : Pour calculer le déterminant d’une matrice A = (a;;) de M, (R), on se rameéne & des
déterminants plus petits en développant le long d’une ligne ou d’une colonne. Pour i, j € [1,n], on note A;; la matrice de taille
(n—1) x (n — 1) obtenue en supprimant de A la i-éme ligne et la j-éme colonne.

La formule de développement par rapport a la i-éme ligne (a;1, a2, . . ., a,) est alors :

det A = (71)i+1a1;1 det Aﬂ 4+ -4 (fl)H"am det Ai" = Z(*l)ﬂrjaij det Aij

j=1

La formule de développement par rapport & la j-éme colonne est :

det A= (—1)""ay;det Ay; + -+ (=1)""a,;det A,; = Z(—l)i"’jaij det A;;

Jj=1

Stratégie : il s’agit donc de développer par rapport & la ligne/colonne qui a le plus de zéros!
Exemple : Ici, par exemple, la troisiéme ligne est assez avantageuse :

-2 2 -3 s 3

det | -1 1 3 (1)3“'2~det( >+0+(1)3+3‘(1)~det<_2 2)18
2 0 -1 13 11

Opérations élémentaires et déterminant : Si on obtient A & partir de A par :
o L; < Lj, ou C; < Cj alors det A= —det A
o L+ L+ alLj, ou C; < C; + aCj alors det A = det A
e L, + alL;, ou C; + «aC; alors det A = adet A
Stratégie : on utilise les opérations sur les lignes et les colonnes (notamment la deuxiéme) pour faire apparaitre le plus de zéros
possibles sur une ligne ou une colonne donnée, et on développe par rapport & celle-ci.
Exemple : Reprenons le déterminant précédent. On ne change pas la valeur du déterminant en faisant C; < Cy + 2C5 :

-2 2 -3 -8 2 -3 8 9
det [-1 1 3 |=det|5 1 3 :(—1)3+3-(—1)-det<5 1):18
2 0 -1 0 0 -1

Multi-linéarité : Le déterminant de A est linéaire par rapport & chacune des lignes, et chacune des colonnes :

det(Ch...,Cj—i—CJ/-...,Cn):det(C’l,...,Cj7...Cn)+det(Cl7...7C’j'-,...C’n),
det(C’l,...,/\C’j...,Cn) :)\det(Cl,...,C’j,...C’")

et de méme pour les lignes.

Autres propriétés : Le déterminant vérifie :

det(AB) = det(A) det(B) = det(BA). En particulier, si P est inversible, det(PAP~!) = det(A)
e Si A est inversible, det(A™1) L
det(*A) = det A

n Aa Ab) Aa b) a b . Aa AbY a b
det(AA) = X detAAOnadoncdet(C d)_det<)\c d)—)\det<c d) malsdet<>\c )\d>_/\ det(c )

= det(A)

Cas des matrices triangulaires :
A1 ox ... %

det 0 A2 R




