Méthode: Décomposition en éléments simples

La décomposition en éléments simples est une méthode permettant de trouver une primitive de fonctions de la

forme f(z) = 587 ou P et () sont des polynomes. L’idée est de décomposer f en une somme de fonctions dont on

connait déja une primitive :

1 e e .
® ;7 apour primitive arctan(zx) ;

. % a pour primitive In(|P(x)]);

—P'(x)
P(z)

a pour primitive ﬁ.

[ ]
Primitive de f(x) = ;z= 7= : On considére le polynome P(x) = 2® + pz +¢. Il y a trois cas possibles :
1. Premier cas : P a deux racines réelles a et b. Alors P(x) = (z — a)(a — ) et on cherche donc un primitive de
flx) = m Pour cela, on cherche deux réels o et 3 tels que

fa)= 2y P

(z—a)(x—b) z-—a z—b

or, en mettant au méme dénominateur, on obtient

o Jé; (aJrB):z:f(abJrﬂb).

m—a+:1:—b: (x —a)(x —b)
Il nous faut donc « et 3 tels que
1
a+p=0 . T
ce qui donne
ab+ b= -1 b — -1
a—b
On a donc . ) .
ﬂx)za—b(x—a_x—b)’
et une primitive de f est donc
1 1 T—a
= 1 —al) -1 — = 1 .
F(z) = —(In(|z — a]) = In(jz — b])) = —In|——

2. Deuziéme cas : P a une racine double a : P(x) = (z —a)?. Alors f(x) = ﬁ et une primitive de f est donc

-1

r—a

F(z) =

3. Troisiéme cas : P 2 racines complexes conjuguées a + bi et a — bi. Alors
P(z)=(z —a—ib)(x —a+ib) = (x —a—ib)(x —a —ib) = |z —a —ib]* = (x — a)?® + b°.
On peut alors réécrire la fonction f :

B 1 1 1 _ 1 W(w)
flz) = (zt—a)2+02 (m;a)2+1 Cbu(x)2+ 17

r—a

ot on a posé u(r) = ¥3%. Une primitive de f est donc

Flz) = %arctan(u(x)) - %arctan (“7 - “> .




Primitive de f(x) = % = ﬁ:&-q' On a, en particulier, Q' (xz) = 2x + p. On peut donc réécrire f(z) de fagon

a faire apparaitre @’ (z) au numérateur :

f(=) 1 2x+2b 12z +p—p+2b 1 2c+p 20— p

xr) = — = - = -

222+ pr+q 2 22+pr+gq 2\22+pr+q x%2+pr—+gq
2etp  _ Q'(z)

Or, une primitive de est ‘ In |2 4 px + ¢| ‘; on trouve une primitive de (2b—p) m en appliquant

z24pzt+q — Q(x)
la méthode du paragraphe précédent.

. ., . 2 2 2 . .
Primitive de f(x) = %. On réécrit f comme suit :

x2—|—aac+b_w2+px+q—px—q+ax+b_1+ (a—p)x+ (b—q)
22+ pxr +q 2 4+ pr +q 24+pr+q

fz) =

Une primitive de 1 est = ; pour traiter le deuxiéme terme, on se raméne 4 un des cas précédents :

e si a = p, on utilise la méthode du premier paragraphe pour trouver une primitive de

1

b—q)—
( Q)x2+pw+q

e sinon, on utilise la méthode du deuxiéme paragraphe pour trouver une primitive de

b—gq
i
(a —p)— 2
2 +pxr+q
Exemple : Cherchons une primitive de
3z 42 T+ 2

f(x):x2+2x+2: 2 +20+2°

La dérivée du polynome 2 + 2x + 2 au dénominateur est 2z + 2. On réécrit donc

3 2+% 320+42-%2 3 2242 1
222420 +2 22242242 22242042 2242042

f(x)

Une primitive de 2552 est In |4 422 +2|. Pour autre terme, on étudie le polynome 22+ 22+ 2. Son discriminant
est A = —4 : il a deux racines complexes conjuguées —1 +i et —1 —i. On a donc 2% + 2z +2 = (z + 1)2 + 1 (on

peut aussi obtenir cette écriture directement). On a donc

1 1
2 4+20+2  (z4+1)24+1°

dont une primitive est arctan(z + 1).
Finalement, on obtient une primitive de f :

F(x) = gln |2 + 2z + 2| — arctan(z + 1)




