3%? LE THEOREME DU POINT FIXE DE PICARD §>I¢

Théoréme. Soit (E,|.||) un eespace vectoriel normé complet et F' C E un fermé. Soit f :
F — F une application contractante, i.e. telle que

Ak €]0,1[, Va,y € F ||f(z) — FW)ll < Ellz -yl

Alors f admet un unique point fire T € F'.

De plus, pour tout xg € F, la suite définie a partir de xo par x,4+1 = f(xy) converge vers
x, avec
n

-7z <
lan -7 < ~—

|21 — zol|

Pour obtenir un unique point fixe, il y a donc trois hypothéses a vérifier : F fermé, f(F) C F et
f contractante. Chacune de ces hypothéses est indispensable, comme ’illustrent les contre-exemples
suivants :

e F=]0,1[CR, f(z) = 5, alors f: F — I est contractante, mais n’a pas de point fixe dans F.

e F=[0,1]CR, frze€ F>V1+a22€[l,V2] #F

~ F fermé, f contractante car |f'(z)| < % sur F, mais sans point fixe.

E=F=R, f:2e€R~ v1+22 € R n’est pas contractante, méme si on a, pour tous

e E=R,F=[0,%], f:x € F sin(x) € F n’est pas contractante, méme si on a pour tous
z,y € R, |f(z) — f(y)] < |z —yl|. Ici, f a un unique point fixe, mais la suite x,,11 = sin(zy,)
converge lentement.

FE Banach quelconque, f = Idg n’est pas contractante, et on perd 'unicité du point fixe.

z2 +1

Preuve : On commence par s’échauffer en démontrant I'unicité. Ensuite, on passe a l’existence.
> Unicité : Supposons que f admette deux points fixes Z et §. Alors f(Z) = Z et f(§) = 7.
Or, f est contractante, donc il existe k €]0, 1] tel que

1f(z) = f@)l < klz -7l
autrement dit ||z — g|| < k||T — g/, donc, puisque k < 1,

0<(—k)z-gll<0,



donc, nécessairement, ||z — g[| = 0, ce qui implique z = g.

> FEwistence : Puisque 1’énoncé nous donne une suite censée converger vers le point fixe recherché,
utilisons-la. On choisit donc un point de départ quelconque xzg € F et on considére la suite (z,,),
définie par z,+1 = f(x,). Il s’agit maintenant de montrer que (z,), converge, et que sa limite est
bien un point fixe de f.

Or, f(F) C F, donc, puisque zg € F, x1 = f(x¢) € F, donc zo = f(x1) € F....et par réccurence,
Z, € F pour tout n € N.

Or derechef, F' est un fermé dans ’espace complet E, donc F est complet : il suffit donc de
montrer que (z, ), est une suite de Cauchy.

Soit donc € > 0. Puisque f est contractante, on a, pour tout n € N*,
[#n41 = znll = I f(zn) = fl@n-1)l| < kllzn — 2n-1l].
Par récurrence, on obtient que, pour tout n € N,
[#n41 — 2nll < E"[lz1 — o|.

En utilisant ceci, on obtient, pour tous n,p € N,

[2n4p = Znll = lZntp = Tnip—1 + Tngp-1 + .. + Tng1 — 20|
n+p—1
<t = Tnptll 4 F lTnsr —@all = D llzigs — 2]
1=n
n+p—1 n+p—1
< > Ko —xoll =z — ol Y K
i=n i=n
p—1
. 1-—kP
= [lz1 — IOHk"ZW = k" llz1 — ol
7=0
k"l
< 7z llz — ol

Or k €]0,1[ donc £ ||z1 — 2o — 0, donc il existe ng € N tel que pour tout n € N,
En

1-k

donc, pour tout p € N, pour tout n > ng, ||Tntp — Tn|l < €. Autrement dit, (z,), est une suite de

Cauchy dans le complet F' : il existe donc T € F' tel que z,, — Z.

n>ng = lx1 — ol < e

Il ne reste plus qu’a vérifier que Z est un point fixe de f. Or f est contractante, donc continue.
Donc f(z,) — f(Z). En passant a la limite dans 'égalité x,, 11 = f(z,), on obtient bien f(Z) = Z.
O
Le théoréme du point fixe permet de résoudre beaucoup plus de problémes qu’il n’en a Dair.
En fait, de nombreuses équations peuvent se ramener & un probléme de point fixe. De maniére trés
générale, pour y € E, résoudre f(x) = y revient a résoudre f(z) + x —y = x, autrement dit &
chercher les points fixes de la fonction hy :  — f(z) + = — y. Cette idée, convenablement adaptée
aux circonstances, est a la base de la démonstration de théorémes majeurs :

e le théoréme d’inversion locale, qui dit qu’'une fonction dont la différentielle en x¢ est inversible
réalise un difféomorphisme au voisinage de zq :

e le théoréme des fonctions implicites, qui permet de décrire I’ensemble des solutions d’un
systéme d’équations
filur,...,up) =0

fp(ula"'vun) =0

ol n > p et ol les fonctions f; sont différentiables (ce qui généralise les systémes linéaires)



e le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, qui affirme que I’équation différentielle d’inconnue x(t) :
a'(t) = f(t,z(t))
IZ?(tQ) =X

admet une unique solution pourvu que f soit (localement) lipschitzienne en sa deuxiéme
varbiable :

v (t,$1)7 (taxQ)a Hf(taxl) - f(tva)” < k”‘rl - x2||



