Applications linéaires

Définitions : Soient E, ' deux K—espaces vectoriels, et
f: E — F une application.

1. On dit que f est linéaire si pour tous u,v € E, pour
tout A € K, on a

flu+ ) = f(u) + Af(v).

2. Une application linéaire vérifie toujours f(0g) = Op.
3. L’ensemble des applications linéaires £ — F' est noté
L(E,F)|

4. Une application linéaire f : E — FE est appelée endo-
morphisme de E. On note | L(F) | Pensemble des endo-
morphismes de F.

Exemple important : Si A € M,, ,(R), alors
Pyp:veRP— Av e R”

est une application linéaire R? — R".

Propriétés : On suppose que E et F' sont de dimension
finie. Soit f € L(E, F).

e Théoréme du rang : ‘ dim F = dim Ker(f) + rg(f) ‘
o f est injective ssi Ker(f) = {0g} ssirg(f) = dim E.
o f est surjective ssi Im(f) = F ssirg(f) = dim F.

e Sidim F = dim E, alors f est surjective ssi f est injec-
tive ssi f est bijective.

Meéthode Pour savoir si une application est linéaire :

1. Commencer par calculer f(0g). Si ¢a ne donne pas
Op, f n’est pas linéaire.

2. Si ga donne Op, calculer f(u + Av) et essayer de sé-
parer ce qui dépend de u de ce qui dépend de v dans
I’expression obtenue, puis de mettre A en facteur.
~» Si on obtient f(u) 4+ Af(v), f est linéaire;

~> Sinon, chercher un contre-exemple : trouver ug, vg

et Ag tels que f(uo + Aovo) # f(uo) + Ao f(vo)-

Opérations sur les applications linéaires
e Si feL(E,F)etge L(F,G), alors go f est linéaire.
~Si f € L(F)alorspourtout n € N, fo...o f € L(E).
n fois
A Pour des endomorphismes, on note f* = fo...o f.
e Si f € L(E,F) un isomorphisme linéaire, alors f~1 :
F — FE est linéaire.
e Sif,ge L(E,F) et A€eK,
alors f + g€ L(E,F) et \f € L(E,F).

Image d’une famille libre ou génératrice Soit f €
E(E,F), V1y.--,Up € E, )\1,...7/\17 €R.Ona

f()\lvl + ...+ )\p'Up) - Alf(vl) +...+ Apf(fvp)
On en déduit

o f(Vect(vi,...,vp)) = Vect(f(v1),..., f(vp));
~ Si {v1,...,v,} est génératrice, alors Im(f) =
Vect(f(v1),--., f(vp)).
~+ Si f est surjective, et {v1, ..., v, } est génératrice de
E, alors {f(v1), ..., f(vp)} est génératrice de F.
A Si f n’est pas surjective, 'image d’une famille gé-
nératrice n’est pas génératrice.

o Si F est liée alors (f(v1),..., f(vp)) est lite.

e Si f est injective, et {v1,...,vp} est libre, alors
{f(v1),..., f(vp)} est libre.
A Si f n’est pas injective, I'image d’une famille libre
n’est pas forcément libre.

e Si f est un isomorphisme, et {v1, ..., v, } est une base
de E, alors {f(v1), ..., f(vp)} est une base de F.

Image et noyau : Soit f : £ — F une application li-
néaire.

e On appelle image de f, noté Im(f), 'espace vectoriel
Im(f)=f(E)={veF, Juc Etqu= f(u)} CF

e On appelle rang de f, noté rg(f), la dimension de son
image :

rg(f) = dim(Im(f))

e On appelle noyau de f, noté Ker(f), 'espace vectoriel

Ker(f) = ' ({0r}) = {u € B, f(u) =0p} C B

Des applications linéaires que vous connaissez déja

e La transposition de matrices :

t: A€ My, (K) A e My, (K)

e La trace de matrices carrées :
Tr: Ae M,(K)— Tr(A) = a1 + ... + ann €R
e La dérivée des fonctions dérivables sur [a,b] :
D: feC'(a,b]) — f €C°a,b])

(et du coup, la dérivée seconde D o D, et la dérivée
n-iéme D™ = Do...o D)

e L’intégrale des fonctions continues sur [a, b] :

b
T:fec(a,b)) +—>/ ft)dt € R




