
Algèbre bilinéaire

Formes bilinéaires : Soit E un R-e.v. On dit que ϕ : E ×
E → R est une forme bilinéaire si elle véri�e

� Pour tout u0 ∈ E, y ∈ E 7→ ϕ(u0, v) ∈ R est linéaire ;
� Pour tout v0 ∈ E, u ∈ E 7→ ϕ(u, v0) ∈ R est linéaire.

On dit de qu'une forme bilinéaire ϕ est symétrique si, pour
tout (u, v) ∈ E × E, ϕ(v, u) = ϕ(u, v).

L'ensemble des formes bilinéaires est un espace vectoriel :
une combinaison linéaire de formes bilinéaires est une forme
bilinéaire.

L'ensemble des formes bilinéaires symétriques est un s.e.v.

On dit qu'une forme bilinéaire symétrique est
� positive si pour tout u ∈ E,ϕ(u, u) ≥ 0
� négative si pour tout u ∈ E,ϕ(u, u) ≤ 0
� dé�nie si pour tout u ∈ E,ϕ(u, u) = 0 ⇐⇒ u = 0E .
� non dégénérée si pour tout u0 ∈ E,
(v 7→ ϕ(u0, v)) = 0E∗ ⇐⇒ u0 = 0E .

 Une forme dé�nie est forcément non-dégénérée.

Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symé-
trique dé�nie positive.

Un espace vectoriel E muni d'un produit scalaire 〈., .〉 est
appelé espace euclidien.

Exemples classiques :

� Soient `, `′ ∈ E∗ deux formes linéaires. Alors ϕ : (u, v) ∈
E × E 7→ `(u)`′(v) est une forme bilinéaire sur E.
 Si ` = `′, la forme bilinéaire est symétrique.

 Soient `1, . . . , `k ∈ E∗ et α1, . . . , αk ∈ R, alors

ϕ(u, v) = α1`1(u)`1(v) + . . . αk`k(u)`k(v)

est une forme bilinéaire symétrique.
� ϕ : (x, y) ∈ Rn × Rn 7→ x1y1 + . . .+ xnyn est un produit

scalaire sur Rn.
� ϕ : (A,B) ∈Mn(R)×Mn(R) 7→ Tr(tAB) est un produit

scalaire surMn(R).
� ϕ : (f, g) ∈ C0([0, 1])2 7→

∫ 1

0
f(t)g(t)dt est un produit

scalaire sur C0([0, 1]).

Matrice d'une forme bilinéaire : Supposons dimE < ∞.
Soit B = {e1, . . . , en} une base de E. Pour (u, v) ∈ E2, notons
X = (x1, . . . , xn) et Y = (y1, . . . yn) les coordonnées de u et v
dans la base B. Alors

ϕ(u, v) =
∑
i,j

xiyjϕ(ei, ej).

La matrice de ϕ dans la base B est la matrice A tq aij =

ϕ(ei, ej). On a alors ϕ(u, v) = tXAY .

 ϕ est symétrique ssi A est symétrique.
 ϕ est non-dégénérée ssi Ker(A) = {0E} (i.e. A inversible).

Changement de base : Soit B′ une autre base sur E, P la
matrice de passage de B à B′ et A′ la matrice de ϕ dans la
base B′. Alors on a

A′ = tPAP

o En général, tP 6= P−1 : les matrices A et A′ ne sont pas
semblables.

Norme sur un espace euclidien : Soit (E, 〈., .〉) un espace
euclidien. Alors ‖.‖ : u 7→

√
〈u, u〉 ∈ R est une norme sur E,

autrement dit :
1. ‖u‖ = 0 si, et seulement si, u = 0E ;
2. Pour tout λ ∈ R, u ∈ E, ‖λu‖ = |λ|‖u‖
3. Pour tous (u, v) ∈ E2, ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖
 Un espace euclidien est en particulier un espace vectoriel
normé.

On a l'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tous (u, v) ∈ E2,
|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖.

Orthogonalité : Soit (E, 〈., .〉) un espace euclidien.
� On dit que u, v ∈ E sont orthogonaux si 〈u, v〉 = 0.
� Soit A ⊂ E, on dé�nit l'orthogonal de A par
A⊥ = {v ∈ E,∀u ∈ A, 〈u, v〉 = 0}.
o A n'est pas forcément un s.e.v.

 A⊥ est un s.e.v de E (même si A n'en est pas un).
 On a le théorème de Pythagore : si u et v sont orthogonaux,
alors ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

Base orthonormée : Une famille F = {e1, . . . , ep} est
� orthogonale si pour tous i 6= j, 〈ei, ej〉 = 0
� orthonormée si de plus, pour tout i, ‖ei‖ = 1.
 On a alors, pour tous i, j, 〈ei, ej〉 = δij .

Algorithme de Gram-Schmidt : Soit B = {u1, . . . un} une
base de E. On dé�nit une famille de vecteurs {e1, . . . , en} par :

� e1 =
u1
‖u1‖

.

� Pour k = 2, . . . , n on dé�nit le vecteur intermédiaire

wk = uk −
k−1∑
i=1

〈uk, ei〉ei et ek =
wk
‖wk‖

.

Alors {e1, . . . , en} est une base orthonormée (b.o.n.) de E.
De plus, pour tout k, Vect(e1, . . . , ek) = Vect(u1, . . . uk).

Matrices orthogonales : Soient B, B′ deux b.o.n. de E.
Alors la matrice de passage de B à B′ véri�e tPP = In.

 On dit qu'une matrice inversible P ∈ Mn(R) est orthogo-

nale si P−1 = tP .

o Si l'une des deux bases n'est pas orthonormée pour 〈., .〉,
la matrice de passage ne sera pas orthogonale.

Projection orthogonale : Soit F un s.e.v. d'un espace eu-
clidien (E, 〈., .〉). Alors on a E = F ⊕ F⊥.
 On peut dé�nir la projection orthogonale sur F :

pF : E = F ⊕ F⊥ → F

u = v + w 7→ v ∈ F

Alors, pour tout u ∈ E,
� pF ∈ L(E) et pF ◦ pF = pF .
� pF (u) ∈ F et u− pF (u) ∈ F⊥ ;
� Pour tout v ∈ F , ‖u− pF (u)‖ ≤ ‖u− v‖ ; autrement dit

‖u− pF (u)‖ = min
v∈F
‖u− v‖

� Si {e1, . . . , ek} une b.o.n. de F , pF (u) =
∑k
i=1〈u, ei〉ei.



Adjoint d'un endomorphisme : Soit f ∈ L(E) un endo-
morphisme. Alors il existe un unique f∗ ∈ L(E) tel que, pour
tous u, v ∈ E,

〈f(u), v〉 = 〈u, f∗(v)〉

On appelle f∗ l'adjoint de f .

Si B est une base orthonormée de E, alors la matrice de f∗

dans la base B est la transposée de la matrice de f :

[f∗]B = t[f ]B

o Ce n'est plus vrai si la base n'est pas orthonormée !

On dit qu'un endomorphisme f ∈ L(E) est autoadjoint si
f∗ = f .
 La matrice d'un endomorphisme autoadjoint dans une b.o.n
est symétrique.

Théorème : Si f est un endomorphisme autoadjoint de E,
alors f est diagonalisable dans une base orthonormée.

Autrement dit, si A ∈ Mn(R) est symétrique, il existe une
matrice orthogonale P telle que P−1AP = tPAP est diago-
nale.

Formes quadratiques : Une application q : E 7→ R est
une forme quadratique sur E s'il existe une forme bilinéaire
ϕ : E × E → R telle que pour tout u ∈ E, q(u) = ϕ(u, u).

Si q est une forme quadratique, il existe une unique forme
bilinéaire symétrique telle que q(u) = ϕ(u, u). On l'appelle la
forme polaire de q. Elle est donnée par

ϕ(u, v) =
1

4
(q(u+ v)− q(u− v))

La matrice de q dans une base B est la matrice A de sa
forme polaire ϕ : on a donc, pour tout u ∈ E de coordonnées
X = (x1, . . . , xn) dans B, q(u) = tXAX.

En particulier, si B′ est une autre base, et P la matrice de
passage, alors la matrice de q dans la base B′ est A′ = tPAP .

Le vocabulaire des formes bilinéaires s'étend aux formes
quadratiques : on dit que q est positive, dé�nie positive, non-

dégénérée, etc. si ϕ l'est.

Réduction d'une forme quadratique : Réduire une forme
quadratique, c'est trouver une base B = {e1, . . . , en} de E
dans laquelle la matrice D de q est diagonale ; autrement dit,
pour tout u ∈ E de coordonnées X = (x1, . . . , xn) dans la
base B, on a

q(u) = tXDX = λ1x
2
1 + . . .+ λnx

2
n

 Si on note (`1, . . . , `n) la base duale de B, on a donc, pour
tout u ∈ E,

(?) q(u) = λ1`1(u)
2 + . . .+ λn`n(u)

2

Méthodes : Pour réduire une forme quadratique q sur Rn :
� On peut appliquer une méthode calculatoire à l'expres-

sion de q pour obtenir la forme (?) : c'est la méthode de

Gauss.
� La matrice de q est symétrique, donc on peut la diago-

naliser dans une b.o.n. (pour le produit scalaire usuel sur
Rn), et on en déduit la forme réduire de q.

Méthode de Gauss : Soit q une forme quadratique sur Rn.
Deux cas possibles :

� Si q a un terme carré, par exemple x21, on isole tous les
termes contenant x1 :

a11x
2
1 + 2a12x1x2 + . . .+ 2a1nx1xn

 on a a11

(
x1 +

a12
a11
x2 + . . .+ a1n

a11
xn

)2
=

(a11x
2
1 + 2a12x1x2 + . . .+ 2a1nx1xn)

+
a212
a11

x22 + . . .+
a21n
a11

x2n

donc on peut remplacer a11x
2
1+2a12x1x2+. . .+2a1nx1xn

par

a11

(
x1 +

a12
a11

x2 + . . .+
a1n
a11

xn

)2

︸ ︷︷ ︸
a11`1(u)2

−(a
2
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a11
x22+. . .+

a21n
a11

x2n)

On a donc réécrit q(x) sous la forme

q(x) = a11`1(u)
2 + q̃(x2, . . . , xn)

� Si q n'a pas de carré, on prend un terme �rectangle�,
par exemple x1x2. Puis on isole tous les termes qui com-
portent x1 ou x2 :

q(x) = 2a12(x1x2 + x1B(x3, . . . xn) + x2C(x3, . . . xn))

+ q̃(x3, . . . xn)

= 2a12(x1 + C)(x2 +B)− 2a12BC + q̃(x3, . . . xn)

=
a12
2

(x1 + x2 +B + C)2︸ ︷︷ ︸
=λ1`21

− a12
2

(x1 − x2 −B + C)2︸ ︷︷ ︸
=λ2`22

− 2a12BC + q̃(x3, . . . xn)

� Reste alors les termes q̃ ou BC − q̃, qui ne comportent
pas la variable x1. On les traite de la même façon, en
réduisant à chaque fois le nombre de variables.

Rang et signature : Une fois la réduction faite, on a donc

q(u) = λ1`1(u)
2 + . . .+ λr`r(u)

2 avec r ≤ n.

� r est le rang de q. On a r = rg(A).
� La forme quadratique est positive ssi λi ≥ 0 pour tout i.
� La forme quadratique est dé�nie positive ssi r = n et
λi > 0 pour tout i.

� Notons s le nombre de i t.q. λi > 0 et t le nombre de i
t.q. λi < 0. On appelle (s, t) la signature de q.
 s+ t = r

De plus, si on complète {`1, . . . , `r} en une base B∗ de (Rn)∗,
alors la base antéduale de B∗ fournit une base de Rn dans la-
quelle la matrice de D est diagonale ; autrement dit, en met-
tant ces vecteurs en colonne, on obtient une matrice inversible
P t.q. tPAP = D.

oLa base en question n'est pas forcément orthonormée
pour le produit scalaire usuel sur Rn, donc la matrice P n'est
pas forcément orthogonale.

En particulier, P−1AP 6= tPAP : on n'a pas diagonalisé la
matrice A !


