L’intégrale de Stieltjes - Un précurseur de l'intégrale de
Lebesgue

1 Quelques rappels d’intégration de Riemann

Revenons pour un moment dans un monde pré-Lebesgue. On y dispose de l'intégrale de Riemann,
définie comme suit. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée dont on souhaite connaitre 1’aire sous
la courbe. On considére une subdivision ¢ = (a =ty < z1 < --- < t,, = b) de I'intervalle [a,b] en
sous-intervalles [t;,t;11], et, sur chaque sous intervalle, on approche f par une fonction constante.
On peut choisir supy, ;.. .1 f (on approche f "par le haut"), ou infy, 4, ) f (on approche f "par
en-dessous").

Alors I’aire sous la courbe de ces fonctions en escalier est facile & calculer : ¢’est un paquet de
rectangles. On obtient ainsi

n—1 n—1
I+(fa0—):Z(ti+1_ti) sup f, Ii(fao—):Z(Q#l_ti) inf f
=0 [tirtise] =0 [tistita]

ou I(f,0) est légérement plus grande que Daire sous la courbe de f et I~(f,o) est légérement
plus petite. Si on prend des subdivisions de plus en plus fines (et que f n’est pas trop méchante),
on devrait approcher de mieux en mieux l’aire sous la courbe de f. Plus rigoureusement, on définit
donc

I't(f) =inf{I"(f,o)| o subdivision de [a,b]}, I~ (f) = sup{I~ (f,o)| o subdivision de [a, b]}

et ont dit que f est intégrable si I (f) = I~ (f). Dans ce cas, on appelle cette quantité intégrale de f,

notée fab f(t)dt. Les fonctions intégrables incluent les fonctions continues, les fonctions monotones,
et bien str les fonctions en escaliers.

Si f est Riemann-intégrable, alors on peut considérer la subdivision réguliére o,, de [a,b] en n
sous-intervalles de méme taille, donnée par t; = a + ib*Ta. Alors, pour t; < ¢; < tiy1,

n—1 b—-anil b
Ralf) = Y fle)(tir — 1) = =2 3 fe) = [ (o
=0 i=0 a

Le membre de gauche est appelé "somme de Riemann".
Rappelons qu’on a le critére d’intégrabilité suivant, obtenu en utilisant les définitions de sup et
inf :

Proposition 1. Une fonction f : [a,b] — R bornée est intégrable si et seulement si, pour tout
e >0, il existe une subdivision o, telle que I (f,0.) — I~ (f,0.) < e.

De maniére équivalente, [ est Riemann-intégrable si et seulement si, pour tout € > 0, il existe
deuz fonctions en escaliers hl et hZ telles que h; < f < hl et telles que

/ab R (t)dt — /ab h-(t)dt < e

On a déja discuté des limites de l'intégrale de Riemann, et de 'intérét de la généraliser. Une
direction de généralisation est 'intégrale de Lebesgue, mais il en existe une autre, plus ancienne
(1894) et due & Thomas Stieltjes, et qui part dans une direction assez différente.



2 Un nouvel espoir : I'intégrale de Stieltjes

2.1 DMotivation

On peut voir lintégrale de f entre a et b, (plus précisément, la quantité ﬁ fab f(t)dt) comme
une "valeur moyenne" de f sur [a, b]. Dans ce calcul de moyenne, tous les points de 'intervalle sont
traités de la méme facon :

1. chaque point a une contribution individuelle nulle (on dit qu’il est négligeable). Les points ne
contribuent & l'intégrale que groupés dans des sous-intervalles;

2. de plus, le "poids" de chaque sous-intervalle ne dépend que de sa longueur, et pas du tout de
sa position dans [a, b].

On peut toutefois imaginer des situations ot I’on voudrait donner plus d’importance aux valeurs
de f dans une certaine région de [a,b] que dans une autre, ou garder trace de la valeur de f en des
points spécifiques 1. C’est ce que 'intégrale de Stieltjes (ou l'intégrale de Thomas, pour les intimes),
se propose de faire.

2.2 Construction

Pour remplir ce contrat, on introduit une fonction p : [a,b] — R croissante qui va nous permettre
de controler le poids donné & différents points et sous-intervalles. Soit f : [a,b] — R une fonction
bornée et o = (a = tp < -+ < t, = b) une partition de [a,b]. On définit

n—1 n—1
SH(foo) =Y (p(tir1) — p(t:) S S ST(ho)= > (p(tisn) —p(t:)  inf f
=0 istit1 i=0 islit1

Ainsi, par rapport & Riemann, on remplace la longueur des sous intervalles par p(t;+1) — p(¢;),
une longueur "pondérée" par p (mais toujours positive, puique p est croissante). Et on poursuit la
construction de la méme facon : on pose

S*(f) = inf{ST(f,0) | o subdivision de [a,b]}, S~ (f) = sup{S~(f,o) | o subdivision de [a, b}

et on dit que f est Riemann-Stieltjes-intégrable (qu’on abrégera en RS-intégrable) si S*(f) =
S~ (f). On note alors cette quantité fab fdp ou f; f(t)dp(t) et on l'appelle I'intégrale de Riemann-
Stieltjes de f par rapport & p.

Remarque : Si on prend p(x) = z, on retombe sur I'intégrale de Riemann.

Comme précédemment, si t; = a + ib_T“, les sommes de Riemann-Stieltjes convergent vers
Pintégrale :
n—1

b
RS,(7) = Y £(6)oltis0) = p(t) > [ 1(0)dbl0)
i=0 @

Si h est une fonction en escaliers, mettons h = ), axly,, ot les I, = [z, x41] forment une
partition de [a, b] en sous-intervalles, alors on a le résultat attendu :

b
/ h(t)dp(t) = 3 an(p(apsa) — plar)
a k

On a donc le critére d’intégrabilité suivant, analogue au cas de Riemann :

Proposition 2. Une fonction f : [a,b] — R bornée est intégrable si et seulement si, pour tout
e > 0, il existe une subdivision o. telle que ST(f,0.) — S~ (f,0.) < €.

De maniére équivalente, f est Riemann-intégrable si et seulement si, pour tout € > 0, il existe
deuz fonctions en escaliers hl et hZ telles que h < f < hT et telles que

b b
[ rr@dnte) ~ [ b 0dpte) <<

1. Cela peu sembler un peu flou, voir capillotracté, mais on verra un peu plus bas des applications en probabilités
de ce genre d’idées.




On récupére les propriétés attendues de l'intégrale :

Proposition 3. Soient f,g : [a,b] = R RS-intégrables, A € R, alors
1. f + A\g est RS-intégrable, et l'intégrale est linéaire : f; f+ Agdp = f; fdp + )\f; gdp ;
2. Pour c € [a, b, f; fdp= [ fdp+ fcb fdp;
3. Si f <gsurfabl, [0 fdp < [ gdp;

J2 fp| < [ f1dp

4.

De plus, le critére d’intégrabilité ci-dessus permet de démontrer, exactement comme on le fait
pour l'intégrale de Riemann, que

e les fonctions continues sont RS-intégrables
e les fonctions monotones sont RS-intégrables.

Pour mieux se faire une idée de cette intégrale, testons-la sur quelques exemples.
Ezemple 1 : Calculons f; 1dp. Soit 0 = (a = 20 < - -+ < z,, = b) une subdivision, alors

n—1

> 1 (p(xig1) — p(x:) = p(xn) — p(0) = p(b) — p(a)

i=0
donc f; 1dp = p(b) — p(a).
Ezemple 2 : Soit p(z) = e”, calculons fol adp(x). Considérons la subdivision réguliére ¢; = 2% de
[0,1]. Alors la somme associée est

n—1 n—1
RS, (f) =Y f(t)(p(tit1) — p(t:)) = Y ti(e'+t — ')
i=0 i=0
D’aprés le théoréme des accroissements finis, pour chaque i, il existe ¢; € [t;, ¢;11] tel que eli+t —eli =
ei(tipr —t;) = b_TaeCi, donc

n—1

1 .

RS,(f) = -~ E ;e
=0

Or, par continuité de exp, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, |¢; —t;| soit suffisamment petit
pour que |e¢ — e'i| < ¢ pour tous les 4, et alors

1 , .
< D ltlles — e

-1 v . S . .
Or %Z?:o t;ett est la somme de Riemann associée & la fonction ze®, et celle-ci converge vers

< Me.

n—1

1 .

RS,(f) — -~ E tie
i=0

fol xe*dx. Mais la majoration de |RS,,(z) — R, (xe”)| que I'on vient d’obtenir montre que ces deux
sommes ont la méme limite quand n — oo, d’ou

/0 ' sdexp(a) = /0 ' v exp(a)da

En fait, on montre, exactement de la méme fagon, le résultat suivant :

Proposition 4. Si p : [a,b] — R est croissante et de classe C*, alors, pour toute fonction RS-
intégrable f,

b b
/ﬂWWF/ﬂW@ﬁ



Il semble donc que le cas ol p est une brave fonction C' ne soit pas le plus intéressant, puisqu’on
retombe alors bétement sur l'intégrale de Riemann classique. Regardons donc ce qui se passe quand
p est plus irréguliére.

Ezemple 3 : Sur I = [0, 1], considérons la fonction poids

Soit f une fonction RS-intégrable, que I’'on suppose continue en %, quelle est son intégrale de Stieltjes
avec ce poids ? Si on considére la subdivision réguliére t; = i%, la somme associée est

n—1

RS,(f) = Z f(t)(p(tivr) — p(ti))

=0

Or, p(ti+1) —p(t;) = 0, puisque p est constante sur le sous-intervalle [t;, ;11], sauf si celui-ci contient
1 ¢l existe i, tel que f < 1 < tl et alors p(t;, 11) — p(t;,) = 1. On a donc RS, (f) = f (2),
et lorque n — oo, on a donc

[ 0 = i rs.=1(})

Ce choix de poids nous permet donc d’isoler la valeur que prend f en % Si on avait choisi une fonction
poids qui "saute" en un autre point zo de [0,1], on aurait obtenu que l'intégrale de Stieltjes avec
ce poids est égale & f(xq) ‘

Remarque : ¢a ne marche que si f est continue en ! Sinon, on n’est pas sirs que f (%’) = f(=o).

Plus généralement, si p est une fonction en escalier croissante, associée a une subdivision (zo <
.-+ < xp), on obtient de la méme fagon que si f est RS-intégrable et n’est discontinue en aucun des
xy, alors

b n—1
| 10dpt) = Y- s (o),
a k=0

ol j est le "saut" de p en xy, : 6 = p(x}) — p(ay).

Ezemple 4 : Considérons une fonction continue f sur R*. Alors, on obtient que la n-iéme somme
partielle de la série de terme général f(k) est une intégrale de Stieltjes,avec le poids p(z) = E(x)
(partie entiére) :

50=> 109 = [ ar)
k=0 0

C’est 1a que la force de l'intégrale de Stieltjes apparait : en choisissant soigneusement la fonction
p et ses discontinuités, on peut traiter dans un méme cadre des phénomeénes continus et discrets.

2.3 Applications en probabilités

Considérons une mesure de probabilité P sur un espace mesurable (2, 7). Une variable aléatoire
est une fonction mesurable X : @ — R, autrement dit,

VaeR, X '(]-o0,a]) ={weQ,X(w)<a}eT.
On peut donc définir la fonction de répartition de X par
Fx :R—[0,1], a— P(X(w) < a)
C’est une fonction croissante sur R (tiens donc).

Maintenant, une quantité importante en probabilités est I’ espérance E[X] de la variable aléatoire
X. Si X est une variable aléatoire discréte (suivant, par exemple, une loi binomiale, ou de Poisson),
on s’attend & avoir

E[X] =) 2xP(X = xy)
k



tandis que si X est une variable aléatoire continue et admettant une densité fx, on s’attend plutot

a

+oo
E[X] = / xfx(z)dx
—0o0

Or, si X est discréte, alors P(X = x;) = P(X < ay)— P(X <xp_1) = Fx(x) — Fx(2k-1), ol
Fx est, dans ce cas, une fonction en escaliers avec des sauts & chaque xx. D’una autre coté, si fx
est une densité pour X, alors Fx est dérivable et F% = fx.

Dans les deux cas, on a donc

—+oo
E[X] = / xdFx (z),
— 00
ou on utilise F'x comme poids de l'intégrale de Stieltjes. Et donc, si on utilise cette formule comme
définition de I’espérance d’une variable aléatoire, on peut traiter, dans le méme cadre, les variables
aléatoires discrétes et continues.

En particulier, en étendant I'intégrale de Stieltjes & R?, de facon & pouvoir traiter deux variables
aléatoires en méme temps, on peut définir espérance de X + Y, ou X est une v.a. continue et Y
une v.a. discréte, ce qui n’est pas aisé dans le cadre habituel. C’est donc un outil qui permet de
simplifier les preuves de résultats théoriques (méme si dans la pratique, on calcule les espérances
avec de bonnes vieilles intégrales classiques).

2.4 Généralisons toujours plus
De 14, on peut partir dans différentes directions :

e Comme pour l'intégrale de Riemann, on peut définir des intégrales généralisées faoo fdp, par
passage a la limite.

e On peut généraliser la fonction poids p : si p n’est pas croissante, mais que p = p; — ps
(autrement dit, p est la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante) on
peut raisnnablement définir une intégrale de Stieltjes de poids p par

/abfdp=/abfdp1—/abfdp2

De telles fonctions p sont dites "& variation bornée". On a alors :

Théoréme 5 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit L : (C°([a,b]),].|l) — R
une forme linéaire continue, alors il existe une fonction a variation bornée p telle que, pour
tout f € C%([a,b]),

Mn:AU@

Autrement dit, n’importe quelle fagon raisonnable (c’est a dire linéaire continue) d’associer
un réel & une fonction continue peut s’écrire sous la forme d’une intégrale de Stieltjes.

e De méme qu’on a généralisé 'intégrale de Riemann en intégrale de Lebesgue via la mesure
de Borel, on peut de méme construire une mesure sur les boréliens qui généralise cette autre
définition de longueur d’intervalle (p(b) — p(a) au lieu de b — a). C’est la mesure de Borel-
Stieltjes, notée up, & partir de laquelle on peut bien sir construire une intégrale ('intégrale de
Lebesgue-Stieltjes) qui dispose de toutes les propriétés des intégrales définies & partir d’une
mesure.



