Lebesgue vs Riemann: Une comparaison

Résumé

Méme si elles ne sont pas totalement sans rapport, la construction de 'intégrale via la théorie
de la mesure est assez différente de la construction, peut-étre plus "intuitive" de 'intégrale de
Riemann d’une fonction bornée. Ce document vise a comparer les deux : pourquoi Lebesgue
généralise bel et bien Riemann, qu’est-ce qui fait que Lebesgue marche "mieux", et quel est le
lien avec l’aire sous la courbe.

1 Quelques rappels d’intégration de Riemann

Revenons pour un moment dans un monde pré-Lebesgue. On y dispose de I'intégrale de Riemann,
définie comme suit. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée dont on souhaite connaitre l'aire sous
la courbe. On considére une subdivision 0 = (a =ty < z1 < --- < t, = b) de 'intervalle [a, b] en
sous-intervalles [t;,t;11], et, sur chaque sous intervalle, on approche f par une fonction constante.

On peut choisir supy, ;,.,1 f : on approche f par la fonction en escalier ht = Zf;ol SUP(, 4, 0] S Lt tiga |-
Ouon prend infy, 4, ) f : on approche f par la fonction en escalier h, = Z;:Ol infp, oo fl
Alors 'aire sous la courbe de ces fonctions en escalier est facile & calculer : ¢’est un paquet de

rectangles. On obtient ainsi

n—1 n—1
I'(f,0) = (tipn—t:) sup f, I (fio) = (tix1—t;) inf f
i=0 [tstita] =0 tirti]

ou I'T(f,0) est légérement plus grande que Daire sous la courbe de f et I~(f, o) est légérement
plus petite. Si on prend des subdivisions de plus en plus fines (et que f n’est pas trop méchante),
on devrait approcher de mieux en mieux 'aire sous la courbe de f. Plus rigoureusement, on définit
donc

I't(f) = inf{I"(f,0) | o subdivision de [a,b]}, I~ (f) =sup{I (f,o)|o subdivision de [a, b]}

et ont dit que f est intégrable si I (f) = I~ (f). Dans ce cas, on appelle cette quantité intégrale de f,

notée f: f(t)dt. Les fonctions intégrables incluent les fonctions continues, les fonctions monotones,
et bien str les fonctions en escaliers. Celles-ci vérifient

b n—1 n—1
/ h(t)dt = Z a;(tiy1 — t;), pour h = Z @il b
a i=0 i=0

Rappelons qu’on a le critére d’intégrabilité suivant, obtenu en utilisant les définitions de sup et
inf :

Proposition 1. Une fonction f : [a,b] — R bornée est intégrable si et seulement si, pour tout
e >0, il existe une subdivision o. telle que I (f,0.) — I~ (f,0.) < e.

De maniére équivalente, f est Riemann-intégrable si et seulement si, pour tout € > 0, il existe
deuz fonctions en escaliers hl et hZ telles que h; < f < h et telles que

/ab h(t)dt — /ab hZ (t)dt < e



2 Comparaison des intégrales de Lebesgue et de Riemann

Une intuition : Comme on I’a vu ci-dessus, on arrive a 'intégrale de Riemann en approchant
I’aire sous la courbe de f par des rectangles obtenus en découpant l'intervalle de définition de f en
sous-intervalles. On peut par exemple approcher f par la suite croissante de fonctions en escaliers
hy, associée a la subdivision réguliére o, de [a,b] en 2" sous-intervalles de méme taille, donnée par

t;=a-+ ibg_na. Ainsi

h,, = Z inf ]f]l[ti’tm[

[tistivt
(en bleu ci-dessous).
En revanche, l'intégrale de Lebesgue peut se calculer en approchant une fonction mesurable f
par une suite croissante de fonctions étagées (e, ), données, pour n € N, par

n2™—1

k
en(®) = nl{sa)>n} + Z 271{%§f(z)7%}
k=0

on

B isizﬁnSf(:c)gkzinlpourk§nQ"
| nsifz)>n

ce qui revient & découper non pas l’ensemble de définition de f, mais l’image de f en petits sous-
intervalles (en rouge ci-dessous).
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FIGURE 1 — Intégration de Riemann et de Lebesgue

Et ¢ca donne la méme chose ? 1l se trouve que oui! Les deux résultats suivants permettent de
passer d’une intégrale a l'autre :

Théoréme. Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann-intégrable. Alors f est mesurable pour la
tribu de Lebesgue sur [a,b], [ est Lebesque-intégrable et

b
/ fwdt= [ fix
a [a,b]

otu l'intégrale a gauche est au sens de Riemann.

Preuve. Soit donc f : [a,b] — R une fonction Riemann-intégrable. Alors pour tout n € N il existe
deux fonctions en escaliers hl et h telles que h, < f <k} et telles que

b b 1
/ h:[(t)dt—/ h, (t)dt < —
a a 2’!1

Pour tout n, il existe une subdivision o, = (a = t§ < t} < --- < ' = b) telle que h} =
Yoailpy, g et hy = Bily, ., Puisque les intervalles sont des boréliens, h} et h, sont mesu-
rables, intégrables, et on a

b
/ hi()dt = ailtin —t) :/ hitd\

[a,b]

b
hoO)dt =S Biltior —t) = [ hodA
/a (it =" Biltisr — ) /[a)b]



De plus, >, f[mb}(h;{ — h,)d\ < co0. Or, par le théoréme de convergence monotone, on peut in-
tervertir les signes somme et intégrale iciEl, donc f[mb] Yon(ht — hy)d\ < oo, ce qui implique
Yo (i (x) — hy (z)) < oo pour presque tout x. Soit E = {z € [a,b], (h;}(x) — h;, (z)) < oo} ; alors
w(la, 0]\ E) = 0 et pour tout 2 dans E, on a donc A (z) — h,, () — 0, donc, puisque h,, < f < hf,
hi(x), h, () = f(x) pour tout z € E.

On en déduit que f est mesurable sur la tribu de Lebesgue. En effet, f1 g est borélienne comme
limite de fonctions borélienne, et, pour tout a € R,

ftJa, ) ={z € E, f(z) > a}u{z € E°, f(z) > a} = {z € E,1p(z)f(x) > a}U{x € E°, f(x) > a}

donc f~!(Ja, 0o[) est 'union d’un ensemble borélien (puisque f1g est borélienne) et d'un ensemble
négligeable (sous ensemble de E€), donc f~1(]a, oo|) est dans la tribu de Lebesgue.

Par ailleurs, f est Riemann-intégrable, donc bornée, donc |f| < M pour un M > 0. De plus,
a partir d'un certain rang, |h, — f| < 1, donc |h, | < 14+ M sur E, et 1 + M est intégrable sur
[a,b] (autrement dit, (M + 1)1, 5 est Lebesgue-intégrable sur R). Par le théoréme de convergence
dominée, on a donc

b b

fd\ = lim h, d\ = lim h, (t)dt = / f®)dt
[a,b] n—oo [a,b] n—oo a a

comme attendu. O

Via la théorie de Lebesgue, on obtient aussi un critére nécessaire et suffisant d’intégrabilité au
sens de Riemann :

Théoréme. Une fonction f : R — R est Riemann-intégrable si, et seulement si les deuz conditions
sutvantes sont vérifiées :

1. f est bornée et nulle en dehors d’un intervalle borné

2. lensemble des points de discontinuité de f est négligeable (autrement dit, contenu dans un
borélien de mesure nulle)

Preuve. Supposons dans un premier temps f Riemann-intégrable. Par définition de 'intégrale
de Riemann, f est donc définie sur un intervalle borné [a, b] et est bornée sur cet intervalle.

En reprenant la preuve du théoréme précédent, on note :

©n = h,t — h,, une suite de fonctions en escaliers positives et telles que f; on(r)de < 2

{hn = h,, une suite de fonctions en escaliers qui tend vers f A-pp
271

Pour tout entier n, posons
A, ={z € [a,b]| hy, ou ¢, discontinue en x}

Alors A, est un ensemble fini : ce sont mes points des subdivisions de I'intervalle [a, b] associées
aux fonctions en escaliers h,, et ¢,. On a donc A(A,) = 0 pour tout n. En posant A = {J,, 4,,
on obtient aussi A(A) = 0. Posons aussi

B ={xz € la,b]|¢n - 0}.
On a vu, dans la preuve du théoréme précédent, que A(B) = 0.
Montrons que f est continue sur A°N B€. Soit xo € A°N Be. Alors, pour tout n € N, zg ¢ A,
donc h,, et ¢, sont continues en xy. Comme ce sont des fonctions en escaliers, ceci signifie

qu’il existe &, > 0 tel que h,, et ¢, sont constantes sur |xg — d,, 2o + d,[. Donc, pour z dans
cet intervalle, on a hy,(x) = h,(20), @n(z) = ©n(zo) donc

[f(@) = f(zo)l < [f(@) = hn(@)| + |hn(2) = hn(@0)| + [hn(20) — f(0)]

= |f(@) = hn(@)] + |hn(z0) — f(20)]
< @n() + pn(z0) = 2000 (20)-

1. Pourquoi, exactement ?



Or, puisque zy € B¢, p,(x9) — 0.

Soit & > 0. Il existe donc ng tel que 2p,(xo) < € dés que n > ng. Donc, pour § = d,,, on a
obtenu

|z —xo| <= |f(z) = f(20)| < 200, (70) <&,

autrement dit, f est continue en xg. L’ensemble des points de discontinuité de f est donc
contenu dans A U B, qui est de mesure nulle.

< Supposons que f vérifie les deux conditions et montrons qu’elle est Riemann-intégrable. En
S érifie les d diti t t ‘elle est Ri intégrable. E
particulier, puisque f vérifie 1., il existe un intervalle borné [—-R,R] et M > 0 tels que

f < M1_g g
Pour tout entier n, on considére la subdivision o, de [—R, R] en 2™ sous-intervalles ouverts
I, 0<EkE< 2k=1 de longueur %—f. On associe a o, les deux fonctions en escaliers suivantes :
0sixz¢|[-R,R] 0siz¢|[-R,R]
foilx)=8 —Msixz€o, fi@y={ Msizeco,
infrn fsiz el supwfsixefk

Alors f7 < f < f¥. De plus, I'ensemble des points de chaque subdivision o, est fini, donc
de mesure nulle. Posons A = U,0,,. Alors A(A) = 0. Posons aussi D I’ensemble des points de
discontinuité de f. Alors par la condition 2, A(D) = 0. Soit g € A°N D¢, on va montrer que
I (zo) — f,7 (o) — 0. C’est immédiat si o ¢ [—R, R]. Sinon, comme zo ¢ A, zo est dans
I'un des intervalles ouverts I}, pour chaque n.

Fi (o) = £, (w0) = sup f —inf f = sup f = f(ao) + f(x0) — ipf f

k

< 2 sup |f(y) — f(zo)]
yelr
Or, xg ¢ D, donc f est continue en xg, donc, pour tout € > 0 il existe & > 0 tel que, pour tout y
vérifiant |2o—y| < 6, on a | f(y)— f(xo)| < &. Or, les intervalles I} sont de longueur 2. Pour
n assez grand, si y € I¥ alors |y — x| < 0. Donc, pour n assez grand, f;7(zo) — f, (z0) < &,
autrement dit f,7(zo) — f,, (x9) — 0. Puisque AU D est de mesure nulle, ceci est vrai A-p.p.
De plus, f,;7 — f,; est majorée par la fonction intégrable 2M1[_p ) donc, par le théoréme de
convergence dominée,
b
[ @i goi= [(@ - £ @da o,
[avb] a
ce qui, d’aprés le critére d’intégrabilité au sens de Riemann ci-dessus, implique que f est
Riemann-intégrable. O

Intégrales impropres : En utilisant ce résultat, on peut aussi démontrer que l'intégrale de
Lebesgue généralise aussi les intégrales impropres, par exemple sur [a, +00[. Rappelons un peu de
vocabulaire :

e Soit f : [a,+oo[— R. On dit que f est localement intégrable sur [a,+oo[ si, pour tout ¢ > a,
f est Riemann-intégrable sur [a, c].

e Soit f : [a,4+00[— R une fonction localement intégrable. On peut donc calculer, pour tout
¢ > a, [ f(t)dt (avec lintégrale de Riemann). On dit que l'intégrale impropre [ f(t)dt
converge si [ f(t)dt admet une limite quand ¢ — +o0. Cette limite est alors la valeur de
9 2 [S.°]

Vintégrale [ f(t)dt.

e Soit f : [a,+oo[— R une fonction localement intégrable. On dit que intégrale impropre
[° f(t)dt converge absolument si D'intégrale impropre [ |f(t)|dt converge.



e Si l'intégrale impropre de f converge, mais ne converge pas absolument, on dit qu’elle est
semi-convergente.

On a le résultat suivant, qui fait le lien entre les intégrales impropres absolument convergentes
et 'intégrale de Lebesgue :

Théoréme. Soit f : [a,+oo[— R une fonction localement intégrable donc intégrale impropre
faoo f@)dt converge absolument. Alors f est Lebesgue-intégrable sur [a, 00| et

/:o F)dt = /[W[ Fdx

Preuve. D’aprés le théoréme précédent, puisque f est Riemann-intégrable sur [a, ¢, pour tout ¢ > a,
fila,c) est intégrable au sens de Lebesgue pour tout c (et en particulier, mesurable).

Montrons dans un premier temps que f : [a,00[— R est mesurable. On va utiliser le fait qu’'on
peut écrire [a, oo[ comme union croissante d’intervalles bornés, sur lesquels f est mesurable : [a, co[=
U.,.[a,a + n]. Soit alors B un borélien de R; on a

1B = By n(Jlaa+n)) = (B)N [a,a+n))
— U{x € [a,a+n], f(x) € B} = Uf|fa1,a+n](B)

Or f|[a,a+n) €st mesurable, donc f[;aHz] (B) dans la tribu de Lebesgue de [a, a+n]. On peut montrer
que c’est donc un élément de la tribu de Lebesgue de [a, 0o[. Ceci étant vrai pour tout borélien de
R, on a bien montré que f était mesurable.

Mountrons maintenant que f est intégrable. Puisque |f| est Riemann-intégrable sur [a,a + n], le
théoréme précédent montre que |f| € £'([a, a + n]], autrement dit que |f|Lj4 4+r) est intégrable au
sens de Lebesgue sur [a, oo, et de plus, on a

/ 1L s dA = Flax = / ()ldt
la,00[ la,a+n]

ou la derniére intégrale est au sens de Riemann. Puisque I'intégrale impropre de f est absolument

convergente, on a
a+
/ FOldt —— / ()[dt.
a

Par ailleurs, la suite de fonctions positives | f|1(4,q1n) st croissante, avec limy, o0 [ f(2)|1[4,q04n) (%) =
f(z) sur [a, o0[. Par le théoréme de convergence monotone, on a donc

fd)\:/ lim |f|Lig,q4ndX = lim/ FLia.a+n]dA
/[m[| g = B [

= lim |fldX = hm/ (t)|dt
la,a+n]

n—oo

= [ 1wl <o

Alnsi, |f| est intégrable au sens de Lebesgue sur [a, o[ ,donc f est également intégrable. De plus,
la suite de fonctions f, = fl[4 44y converge simplement vers f sur [a,oo[ et, pour tout n € N,
|fnl = [f|L{a,a4n) < [f|- Comme |f| est intégrable, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée, ce qui donne

fd)\:/ lim flq4ndA = lim FLa,atn)dA
[aco] [aco] P ° N0 Jlaoo] ]
a+n
— lim fdA = lim F(t)dt
n=00 /(4 atn] n—oo [,

/a T fat

comme souhaité. O



Remarque : Ce résultat ne s’applique pas pour les intégrales semi-convergentes. Par exemple, pre-

nons f(t) = 228 Alors
oo
J

t
et cette fonction n’est pas intégrable au sens de Lebesgue sur |0,00] : les intégrales de f* et f~
donnent toutes les deux 400, donc on ne peut pas les soustraire.

On ne peut donc pas définir l'intégrale de Lebesgue f}o oo Sint(t)

in(t
Snt()’dt:oo,

d)\(t). Pourtant, on peut montrer
que, pour tout b > 0, f est intégrable sur ]0,d] et

. b . o0 L3
/ sin(t) (D) :/ sin(t) &t m :/ sin(t) it
10,b] t 0 t b—oo 2 0 t

ou la derniére intégrale est définie au sens des intégrales impropres.

3 Intégrale de Lebesgue et aire sous la courbe

Soit (X, 7T, ) un espace mesuréﬂ et f: X — [0,00] une fonction mesurable positive. On
considére la région “sous la courbe” de f :

Af = {(z,t) € Xx]0,00[,0 < t < f(x)}
Alors on a :

Proposition 5. Supposons que (X,T,p) soit o-fini. On munit |0,00[ de la tribu des boréliens B
et de la mesure de Lebesgue A. Alors Ay est un élément de la tribu produit T ® B et

(N = [

Preuve. Considérons la fonction F : X x]0,00[— R, (z,t) — ¢t — f(x). Alors F est mesurable, donc
Ay =F71(] = 00,0]) N {(z,t),t > 0} est aussi mesurable. De plus, on a, par Fubini-Tonelli :

(X VA = [ Tadxw)

X x]0,00[

= /X < /]ooo[]l Af(x,t)d)\(t)> du(x) = /X ( /]O)f(w)[ldA(t)> du(z)

)

_ /X (2)du(z).

comme attendu. O

2. Par exemple, un intervalle de R avec sa tribu des boréliens et la mesure de Lebesgue, mais cela marche aussi
pour X C R"™, etc.
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