Chap IV - ESPACES LP(u) ET LP(u)

1 Introduction

L’intérét de la modélisation mathématique, c’est de ramener une question qui se
pose dans le monde réel & une équation (ou un probléme d’optimisation).

On a vu la puissance du calcul différentiel pour répondre a ce genre de questions.

Certains phénoménes se modélisent par des équations dont les solutions sont
des fonctions.

~» Par exemple, la température u(x,t) a la position z et a 'instant ¢ se diffuse
suivant [’équation de la chaleur

ou_
ot Ox?
et il s’agit de trouver w.
En général, pour répondre & ce genre de questions, on fait appel a des
méthodes de topologie, sur des espaces vectoriels normés de fonctions. Ces
espaces vectoriels sont de dimension infinie, donc toutes les normes n’y sont



pas équivalentes: d’ou l'intérét de choisir "la bonne norme" pour étudier un
probléme donné.

e Pour quel choix de norme N sur les espaces vectoriels €%(R%, R) et °(R?, R)
I’application linéaire

2
D:uc ¢*R%R) — ?;t‘ — /cg;; € €°(R%,R)

est-elle continue 7

e Quelles sont les valeurs propres de 'application linéaire u — % ?7 Peut-

on décomposer toute fonction comme somme de vecteurs propres 7

e L'ev.n. (¢?(R2% R),N) est-il complet ?

~ Peut-on utiliser le théoréme du point fixe?

e Peut-on montrer que I'ensemble des solutions admissibles est compact ?
Peut-on trouver une suite d’approximations qui converge vers la "vraie"
solution 7

~» D’on l'intérét aussi de disposer d’un vaste choix de normes !

2 Espaces Z£7(u)

On fixe un espace mesuré (X, .7, u).

On va introduire une famille de normes sur des sous-espaces vectoriels de
LYX,.7,R), paramétrées par p € [1, +ool:

Définition 1. Soit p € [1,+o0[, on définit

2P () = {f e 20X, 7). [ 11Pdu < oo}

X

et, pour f € ZLP(u), on pose

Ny(f) = ( /. If!pdu>;

Remarque 2. Z1(u) est donc l’ensemble des fonctions p-intégrables L ((X, 7, u); R).



Exemple: Pour (X,.7,u) = (N,P(N), 1) Pensemble des entiers munis
de la mesure de comptage, on a

ZLP(u) = {(un)n ERY,D  fupl? < oo}

neN

On note généralement cet ensemble 7.
~+ On le verra, 'espace des suites de carré sommable ¢ s’avérera parti-
culiérement intéressant.

Exercice: Pour chaque a € R, on définit

1
JaiT ER— Fﬂ[l,+w[(x)

~» Pour quels p > 1 a-t-on f, € ZP(\1), ou A\; est la mesure de Lebesgue
sur R 7

Soit p € [1, +o0[ fixé. On va montrer que £P(u) est un espace vectoriel.
Pour cela, on montre que c’est un sous-espace vectoriel de .Z°((X,.7);R).

1. La fonction nulle vérifie bien [y |0[Pdu = 0 < oo, donc elle appartient &
L ().

2. Soient f € LP(u) et A € R. Alors [y [Nf|Pdp = [P [ | fIPdp < oo, donc
A€ ZLP(w).

3. Soient f,g € ZP(u), montrons que f + g € LP(u).

Remarquons que, pour tout & € X, puisque t — ¥ est croissante sur R,
|f(z) + g(@)[P < (If(2)] + |g(@)])”

En fait, mieux que ca, t — tP est conveze sur RT donc, pour tous a, b > 0,

@ O Ly Ly (a+b)P <2071 (a? +bP)
5135 72(1 > .e. (a < a

donc, pour tout x € X

(1f @)+ lg(@))" < 22 f(@)IP + |g(2)IP)

d’ou finalement

/ |f + glPdp < 2071 </ !f!”du+/ \g\”du> < 00
X X X

donc f+ g € ZLP(n)



Proposition 1. Pour tout p > 1, £P(u) est un espace vectoriel.

~+ On s’attend a ce que N, définisse une norme sur Z”(p).

(N1) On a, pour tout f € ZP(u), Ny(f) = (fX |f’Pd,u)% >0

(N2) II faut montrer que Ny(f) = 0 ssi f = 0.gp(,).

[=]Si f(z) =0 pour tout z € X, Np(f) = ([fy ]f\Pdu)% =0

~» Il faut aussi montrer la réciproque: on y reviendra dans un instant.

(N3) Soit f € ZP(u), et X € R. Alors

1

w0 = ([ ) = (e [ Ifl”du>;=WNp(f)

(N4) Inégalité triangulaire

Soient f,g € ZP(p). 1l s’agit de montrer que Np(f +¢g) < Np(f) + Np(9).

~ Pour cela, il va nous falloir quelques résultats intermédiaires.

Un cas particulier qu’on connait déja: p = 2.
Dans le cas ot p =2, on a

No(f4g)® = / gl < / 2217 gl +HlglPdu = / P2 / Foldut / gl2dp
X X X X X

et on dispose de 'inégalité de Cauchy-Schwartz:

[ tsdan< ([ !deu>%< /. \QIQdM)%—Nﬂf)Nz(g)

qui nous donne

No(f+9)° = /X* |f + gPPdp < Na(f)? 4 2Na(f)Na(g) + Na(g9)* = (Na(f) + Na(g))* d’onr
No(f +9)2 < Na(f) + Na(g)

Pour passer a un p > 1 quelconque, on va démontrer une généralisation
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz: [’inégalité de Hélder.

Définition 3. On dit que p,q € [1,+o0[ sont des exposants conjugués si
1,1

=42 =1.

P q



Exemple: p = 2,q = 2 sont conjugués, ainsi que p =4,q = %.

~ Si p > 1, exposant conjugué de p est g = Ll > 1.
p—

Proposition 2 (Inégalité de Holder). Soient p,q deuzx exposants conjugués,
feLP(u), ge Li(n). Alors fge L () et

d Pd ’ aq '
J ot ([ aspan)” ([ taloan)
Autrement dit, N1(fg) < Np(f)Ny(9)-

Preuve
On va utiliser I'inégalité suivante, appelée inégalité de Young:

1 1
Ya,b >0, ab < —a? + —b?
p q

(et on a égalité ssi a? = b9).
Preuve de linégalité de Young: Sia =0 oub =0, i n'y a rien a montrer.
Supposons donc a > 0 et b > 0 et notons x = pln(a) (donc a = er) et

y = qIn(b) (donc b = e%). Alors, puisque la fonction exp est convexe, on a
11 1, 1
exp(-v+ -y | < —e"+ €Y
p q p q

Or, exp (%x—l— %y) = exp(ln(a) + In(b)) = exp(In(ab)) = ab, ¥ = aP, et
eV = be. O

Passons maintenant a 'inégalité de Holder.

Si f =0 ppp (oug =0 pp.p), alors fg = 0 p-p.p et I'inégalité est
vérifiée.

Sinon, N,(f) > 0 et N4(g) > 0 et on peut poser, pour tout z € X,

_ @ o 19(@)]
Fo=mm €= N
Alors F € £P(u), G € Li(p) et, par Young, on a pour tout x € X
! gl z)?  le
F(z)G(z) < EF(I') + qG( ) o
1 11 PR NS R
NN @9 < @ sl



On obtient que fg est intégrable (autrement dit fg € £ (1)) et en intégrant
sur X, on trouve

1 1
T L @@l < s [ 1@ ) [d

1 1 p ,;
pMU)N“)+qM@w%@)
1 1

Sf —
p q
<1

et on obtient Holder en multipliant cette derniére inégalité par Np(f)Ng4(g).
O
De la, on peut démontrer I'inégalité triangulaire pour N, appelée dans

ce cas inégalité de Minkowskz.

Pour p = 1, c’est une conséquence de l'inégalité triangulaire classique
\f+9l <|f1+1gl-

Pour p > 1, posons g = Ll I’exposant conjugué. On a
p—

[+ gl < (1 +1gDP = [FI(F]+ 1glP = + gl (Lf ] + g~

Posons h = (|f| + |g|)P~!. Alors h € £4(u): h est mesurable positive et

J = [ 11D = [ 51+ bl < o

car | f|, |g] € £LP(n), donc |f| + |g| aussi puisque £P () est un espace vecto-
riel. De plus,

D
q

Ny(h) = Np(If] + lgl) = Np(|f] + gD

On peut donc appliquer U'inégalité de Holder a |f| et A d’une part, a |g|
et h d’autre part:

/X [flhdp < Np(£)Ng(h) = Np(H)Np(If] + lg))"~!

(Awmgmwmm—mwmwumwl

donc



Np(|f|+lg|)”=/X(f|+\9\)pdu§ No(If1 + 1gD)P~ (Np(f) + Np(g)) done
Np(|f1+lg]) < Np(f) + Np(9)

et on conclut en observant que N,(f + g) < Np(|f| + |g])- O
Mais revenons & la propriété (N2) des normes: Np(f) = 0ssi f = 0.g»(,)-

Soit f € ZP(n). Supposons que N,(f) = 0. Alors |f|P est une fonction
mesurable positive sur (X,.7) dont 'intégrale est nulle. Donc f = 0 sur

X...u-p.p..

Donc, s'’il existe un ensemble N non vide et p-négligeable, alors son
indicatrice f = 1y est dans £P (i), Np(f) = 0 mais f # 0.4p(,). Donc, dans
ce cas, N, ne définit pas une norme sur I'espace vectoriel £7(u).

Donc, si f,g € ZP(u) sont égales p-p.p., Np(f — g) = 0: la "distance"
entre f et g est nulle, ou encore, N, ne voit pas la différence entre f et g.
On a seulement:

Pour tout p > 1, £P(u) est un espace vectoriel et N, : ZLP(u) — RT
vérifie
e Si f=0gs, alors Ny(f) =0
e Pour tous f € LP(u) et A € R, Ny(Af) = [A|Np(f)

e Pour toutes f,g € LP(u), Np(f + g) < Np(f) + Np(g).
~» On dit que N, est une semi-norme sur LP(u).

Parfois, ce n’est pas un probléme:

Exercice: On considére (N, P(N), u) ensemble des entiers muni de la
mesure de comptage.

1. Montrer que si A est u-négligeable alors A = ().

2. En déduire que, pour tout p > 1,

P = {(un)n c RN, Z lun P < oo}

neN

1
muni de [[(un)nllp = (3 en [tunlP < 00) 7 est un espace vectoriel normé.

7



Mais dans un des cas qui nous intéresse le plus, (I, #(I)) muni de la
mesure de Lebesgue A1, le probléme se pose:

Exercice: Soit I C R un intervalle, et p > 1. Donner un exemple
de fonction f € ZP(\;1) telle que f n’est pas la fonction nulle sur I, mais

Np(f) =0.

3 Espaces LP(u)

Pour contourner le probléme, on va tricher. Au lieu de travailler avec des
fonctions proprement dites, on va introduire un espace vectoriel dont les
éléments sont des ensembles de fonctions.

Définition 4. Soit p > 1. Pour chaque f € £LP(u), on définit
(fl=Ahe L), f=hppp}
On note L () = {If], f € 27(u)}.

Rigoureusement parlant, [f] est la classe d’équivalence de f par rapport
a la relation d’équivalence ~ définie sur £P(u) par

f~g9g < f=g ppp swrX
et LP(u) est alors I’ensemble quotient £P(u)/ ~ par cette relation.
Exercice: Sur ([0,1],2([0, 1]), A1), on considére la fonction f définie par

22sixz#1

3siz=1

frzel0,1] — {
1. Montrer que f est borélienne, puis que f € £P(u) pour tout p > 1.

2. Trouver un représentant continu de [f].

3. Trouver une fonction g dans ZP(u) telle que [g] n’admet pas de représen-
tant continu.

On va voir qu’on peut définir une addition et une multiplication scalaire
sur LP(u), qui en feront un espace vectoriel. Mais du coup, il faut préciser
ce qu'on entend par la somme de deux classes de fonctions, et comment
multiplier une classe de fonctions par 37.6.



De plus, si «, 3 sont deux éléments de LP(u), f € aet g € 3, alors [f+g] €
LP(u) (puisque £P(u) est un espace vectoriel), et [f + g] ne dépend pas des
représentants choisis: si f € a et § € 5 sont deux autres représentants, alors
[f 4+ g] = [f + §] (Montrez-le !). On note alors [f + g] = a + 3.

— Lopération ([f],[g]) € LP(u) x LP(u) > [f + g € LP(u) est bien
définie.

De la méme facon, si A\ € R et a € LP(u), alors pour tous f, f € a,

[Af] = [Af]. On peut donc noter Aax = [Af].
~» L’opération (A, [f]) € R x LP(u) — [Af] € LP(u) est bien définie.

Proposition 3. Muni des opérations
o ([71,19]) € LP(n) x LP(p) = [f + g] € LP(p)
o (MIfI) € R LP(u) = [Mf] € LP(u)
l’ensemble LP(u) est un espace vectoriel. Son vecteur nul est
0] ={z¢€ Z£P(u),z=0 p-p.p. surX}
Mieux encore,

Proposition 4. L’opération

[f1 € LP(u) = fllp = </X ’f|pd#>; eR*

est ausst bien définie (autrement dit la valeur de ||[f]||, ne dépend pas du
représentant de [f] choisi) et est une norme sur LP(u).

ce qui résoud notre probléme initial.

Souvent, par abus de langage, on parlera de "fonction" f € LP(u), bien
que les éléments de LP(u) ne soient, techniquement, pas des fonctions.

Le prix qu’on paie, c’est qu’on ne peut pas calculer la valeur en un point
xg € X d’une "fonction" f € LP(u). Contrairement a la somme, a la multi-
plication scalaire et & la norme, 'opération d’évaluation:

evr, + [f] € LP() = f(xo)

n’est pas bien définie.



Exemple: Reprenons la fonction

2 .
f:xe[O,l]H{x siz#l
3siz=1
On aurait donc, a priori, evi([f]) = f(1) = 3. Mais on a vu que la fonction
f 2 € 0,1 = 22 est aussi un représentant de [f], donc on aurait aussi
evi([f]) = f(1) = 1. Or, il semble que 1 # 3...

Cela dit, ce n’est pas leur valeur en des points spécifiques qui nous in-
téressent dans ces fonctions (en probabilités et statistiques par exemple, la
plupart des opérations intéressantes font intervenir des intégrales, et donc
peu importe le représentant choisi). Il faut simplement garder en téte,
lorqu’on parle de "fonction" LP, qu’on est aussi myope que la mesure pu et
qu’on ne voit pas la différence entre deux fonctions égales presque partout.

Théoréme 5 (Riesz-Fischer). Pour tout p € [1,+o0[, l'espace vectoriel
normé (LP(p), ||.|lp) est complet.

Remarque 6.

Si on avait utilisé l'intégrale de Riemann, [’ensemble LP(p) n'aurait pas été
complet: c’est un des grands avantages de l'intégrale de Lebesgue (et c’est
pour ¢a qu’on donne son nom a ces e.v.n.)

11 va donc s’agir de montrer que si une suite (f, ), de “fonctions” de LP ()
est de Cauchy, alors elle converge vers une “fonction” f € £P(u).

Il est important de distinguer deux convergences: la convergence dans
LP(p) et la convergence simple (u-p.p.):

e On dit qu'une suite (f,,), € (LP(u))Y converge vers f € LP(u) dans LP(p)
(ou “en norme LP(u)”) si

n o0 X n o0

o (fn)n converge simplement vers f p-p.p. si

p{r € X, fo(x) » f(2)}) =0

10



Exercice:

1. Vérifier que A ={z € X, fp(x) » f(x)} € T
Indice: x € A <= Im € N*, VN € N,3In > N, |f,(z) — f(z)| > L.

2. Montrer que la convergence simple p-p.p. ne dépend pas du choix
des représentants de [f,] et [f] (autrement dit, elle a un sens sur

LP ().
~> Ces deux modes de convergence sont différents !
Contre-exemple 1: La suite de fonctions (fy,), définie sur [0, 1] par
1
Jn=mnrlg 1

converge simplement vers la fonction nulle p-p.p. sur [0, 1] mais pas dans

LP([0,1]).

Contre-exemple 2: Considérons la suite de fonctions donnée par

Ji="1p,
f2 = ]1[07%}7.]03 = ]1[%71]7
Ja= ]1[0,%}&05 = ]1[%7%]7 f6 = ﬂ{%%}af? = ]1[%71]7

et plus généralement, en définissant k = [logy(n)] et j = n — 2F

1sid <gp<itl
fn(z) = . ko m
0 sinon.

(voir ici: https://www.math3ma.com/blog/on-constructing-functions-part-6)

Alors (fy)n converge vers la fonction nulle dans LP(u) quel que soit p > 1,
mais, quel que soit z € [0, 1], fn(z) = 0.

Il y a quand méme un lien entre les deux:

Proposition 5. Si (f,), converge vers f dans LP(u) alors il existe une
sous-suite (fo(n))n qui converge simplement vers f j-p.p. sur X.

11


https://www.math3ma.com/blog/on-constructing-functions-part-6

Preuve: Puisque ||f, — f|[, —— 0, on peut construire, par récurrence, des
n—oo

entiers
9(0) < (1) < o(2) < ...

tels que, pour tout n € N,

1
1oy = fIIp = / |fom) — fIPdu < on
X

Or, (| fo(n) — fIP)n est une suite de fonctions mesurables positives de (X, T)
donc, par le théoréme de convergence monotone,

1
/ > Fomy = fIPdp = Z/ oy = FPdn < 3 5 < o0
X neN nen”’X neN

On en déduit que la fonction )y |fsm) — f|P est intégrable, donc finie
[=D.p.

Autrement dit, pour presque tout x € X, la série de terme général
(I fgmy(z) — f(2)|P)n converge, ce qui implique que

[fom) (@) = F@)P = 0ie. fom)(z) = f(z)

Autrement dit, (fg(n)), converge simplement vers f p-p.p. sur X. O

Preuve du théoréme de Riesz-Fisher

On va démontrer le théoréme en utilisant un raisonnement similaire.
Soit (fn)n € LP(p) une suite de Cauchy: pour tout € > 0, il existe N € N
tel que, pour tous ¢ > p > N,

1 fg = follp <€

En utilisant ceci avec € = 2%, on construit par récurrence une fonction 1 :
N — N strictement croissante telle que, pour tout n € N,

1
| ey = Fomllp < on

On définit une nouvelle suite de fonctions sur X par

gn T €X — Z | fote1) (@) = fomy (@) €R
k=0

12



ainsi que
g:x€X =Y |fymrn(@) — fym (@) €R
k=0

Alors, pour tout n € N, g, € LP(u) et, plus précisément, par l'inégalité de
Minkowski, on a, pour tout n,

n n 1
lgnllp < D 1 furn) = Fowlls < D o5 <2
k=0 k=0

De plus, (gn)n est une suite croissante de fonctions mesurables positives,
et, pour tout = € X, gn(x) — g(x). Donc, par le théoréme de convergence
monotone,

* *
/ gPdy = lim / ghdp < 2P < oo
n—oo X
~ ¢P est intégrable, en particulier ¢gP est finie p-p.p. sur X, et donc g aussi.

Autrement dit, pour presque tout x € X, la série de t.g. (fym41)(T) —
Jon) (x))n converge absolument, donc converge.
Or, pour un tel z, la suite des sommes partielles de cette série est donnée

par
n

Sp = Z(fw(k—i-l) () = fom) (™) = foman) (@) = fyo) (@)

k=0
donc, si on pose f(z) = fy(o)(®) + Zzozo(fw(k;+1)($) — fymy(x)), on a

f(@) = lim fym)(2)
Définissons donc la fonction f sur X tout entier par

@) = { 0 si la série de t.g. (fy(n+1)(T) = fyn)(®))n ne converge pas
Fu) (@) + 3200 (fet1) () — fya () sinon.

Alors fyn) — f presque partout sur X, et pour tout z,

[fom) @) < | fp) () + g9(@)[P

or |fy() + g|P est intégrable puisque fy ), 9 € LP, donc par le théoréme de
convergence dominée, |f|P est in tégrable sur X, autrement dit f € LP(u).

Enfin,

{ | fomy (@) = f(@)] = 0 i —pop.
|fym) (@) = F(@)P < (| fy(0)(®) — f(2)] + g(z))P pour tout z € X

13



avec (|fy(0)() — /(@) + g(a))P intégrable puisque fyo). /.9 € LP(1), donc,
toujours par le théoréme de convergence monotone,

/X Fotmy — FPdi = 0 e [ fugm — fllp — 0

~ La sous-suite (fyn))n converge dans LP(u).
Puisque (fy)n est de Cauchy, ceci suffit & montrer que (f,), converge

dans LP(p). O

Corollaire 1. L’espace L?(p) muni du produit scalaire (f, g) = Jx fgdu est
un espace de Hilbert.
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