Chap I - INVERSION LOCALE ET FONCTIONS IMPLICITES

Ou 'on se persuade que les systémes d’équations
sont finalement tous linéaires

1 Introduction

Question : La Grande Idée du Calcul Différentiel, c’est que toute fonction raisonnable peut étre,
au voisinage d’un point, approchée par une application linéaire. Peut-on se servir de cette idée
pour résoudre des équations ?

Considérons un systéme (pas forcément linéaire) d’équations, d’inconnue z € R”

filzy, .o zn) =w

fplzr, ... zn) =1,

Si f est différentiable, alors localement, f est presque linéaire et il se trouve qu’on sait résoudre
les systémes linéaires:

e Il y a une unique solution si n = p = rang du systéme

e Il y a une infinité de solutions, décrites par des variables paramétres, si n > p.

Les deux grands théorémes de ce chapitre précisent ce qu’on peut obtenir, pour un systéme
différentiable non linéaire, dans chacun de ces deux cas.

e Le Théoréme d’Inversion Locale s’applique dans le cas n = p: & quelle condition peut-on
“inverser” le systéme, c’est & dire résoudre f(x) =uen x = f~1(u) ?

e Le Théoréme des Fonctions Implicites s’applique dans le cas n > p: a quelle condition peut-on
choisir des variables “parameétres” z,11, ..., z, et résoudre f(x,z) =0en z =1(z) ?

2 Théoréme d’Inversion Locale

Premier cas: fonctions linéaires
Soit f : R™ — RP une application linéaire.

Alors I'équation y = f(x) a une unique solution z € R™ si, et seulement si, n = p et si f est
un isomorphisme; ce qui équivaut a dire que la matrice A de f dans la base canonique de R" est
inversible.



D’au autre coté, si f € L(R™,RP) alors f est différentiable en tout point de R™ et, pour tout
z € R" Df(x) = f et Jacs(x) = A.

~» Donc f est inversible ssi D f(z) est inversible.

Deuxiéme cas: fonctions réelles dérivables

Soit f : I C R — R une fonction dérivable sur I. Alors, pour tout € I, Df(x) : h € R — f'(xg)h.

e En xo: f'(x9) > 0 donc Df(xo) : h — f'(x0)h est inversible.

Et du coup, au voisinage de xg, f est strictement croissante donc bijective: il existe un voisi-
nage V' de z¢ tel que fjy : V. — f(V) et la réciproque 1 est différentiable/dérivable avec

-1 _ 1 — 1
Df 7 (o) (k) = sk = 7oy b

e En z1: f'(x1) =0, donc Df(z1) est Papplication linéaire nulle, notoirement non iversible. Et
d’ailleurs, Vo > 0,

— sty €lyr,y1 + 9], f(x) = y n’a pas de solution

f
~siy €y —dul f

(x) =y a 2 solutions

~ Pas d’inverse local !

Cas général: Heuristique
Soient f: U CR® = R" ¢, 29 € U et yg = f(x0).

Le probléme: On souhaite résoudre f(x) =y pour (z,y) proches de (xq,yo).
On écrit, pour ||z — zol|| petit, f(z) = f(zo + (z — x0)) ce qui donne, par définition de la
différentielle

fl@)=y <= fleo+ (z—x0)) =y
< f(z0) + Df(xo)(z — x0) + chouia =y

avec un chouia d’autant plus microscopique que z est proche de xg.



Donc, si D f(xzg) est inversible, la solution est donnée par

x=z0+ Df(x0)  (y — f(z0)) + autre chouia

~~ Comment rigorifier tout ¢a 7 C’est le role du théoréme d’inversion locale, qui va nous assurer
que les chouia sont effectivement inoffensifs.
Théoréme 1
Soient E, F deux espaces de Banach, f : U C E — F une application €' et soit g € U.
On suppose que D f(x¢) € L(E, F') est un isomorphisme Iinéaireﬂ.
Alors il existe V. C U voisinage de xo, W voisinage de yo = f(z¢) tels que

fv: VoW

soit un ¢'-difféomorphisme.

V)
. 3;:-8(—:”\
'T:|'_1_'.8"| dfsln’_.

Exemple: Considérons f : (z,y) € R? — (e —eY,y). Alors f € C*(R?) et pour tout (g, yo) € R?,
To Yo

Jac(f)(zo,%0) = (60 1 ) est inversible.

~ D’apreés le TIL, il y a donc un voisinage V' de (zo,yo) tel que f|y soit un ¢*-difféomorphisme:
autrement dit,

fiv V= f(V)
est une bijection dont la réciproque est différentiable en tout point (a,b) de f(V'), et on a

D(f~")(a,b) = Df(f~*(a,b))

Autrement dit, si on note (z,y) = f~(a,b),
-1
-1 . -1 _ et —e¥ . i 1 eY
Jacf (a7 b) - (Jacf(a:,y)) - <O 1 > - et <O er

Remarque: En fait, dans cet exemple, on peut trouver explicitement le voisinage et ’application
réciproque:
flz,y) = (a,b) <= e =a+e’y=>



~+ Pour tous a,b tels que a + e’ > 0, ces équations ont une unique solution. Donc f est
bijective de R? dans V = {(a,b) € R?,a + e’ > 0} = f(R?) et on a

f~(a,b) = (In(a+¢),0) € €1 (V)

et on a bien

1 ey

1 e 1 e
znl@w=<%*aTﬁJﬁlmam=(geﬁzuﬁmw>1

On va maintenant s’attaquer a la démonstration du TIL. L’ingrédient principal de la preuve
va étre le théoréme du point fixe: rappelons donc que
Théoréme 2

Soit B C F un dans un e.v.n. K etsoit f: B— B , autrement dit
3k €]0,1[, Va,y € B, || f(z) — f)ll < kllz — y]|.

Alors f admet un unique point fixe T € B.

De plus, pour tout xy € B, la suite définie a partir de xo par x,4+1 = f(xy,) converge vers

x, avec
n

ln -7 < T

|1 — ol

~> Si besoin, un petit complément a ce sujet se trouve par ici: http://carolinevernier.
website/memos/compl_point_fixe.pdf

Preuve du TIL

Soit xg € U tel que D f(xq) est inversible, et yo = f(xp). On se fixe un y procheﬂ de yp. On veut
montrer qu’il existe un unique x tel que f(x) = y.

20n précisera, pendant la preuve, a quel point y soit étre proche de 3o pour que tout fonctionne.


http://carolinevernier.website/memos/compl_point_fixe.pdf
http://carolinevernier.website/memos/compl_point_fixe.pdf

Plan de bataille:

1. On se raméne & un probléme de point fixe: on trouve ¢, : U — E tel que
y=[f(z) = ¢y(z) =2

2. On montre qu’on peut appliquer le théoréme du point fixe, en trouvant B C U fermé tel que
©y(B) C B et ¢, : B— B est contractante.

3. On note z = g(y) 'unique point fixe de ¢,. On montre que g est continue, différentiable de
différentielle D f(x)~!, et enfin, que g est € (i.e., que y — Dg(y) est continue).

Etape 1 - Transformation en probléme de point fixe
Puisqu'on a Df(z0)~' € L(F, E), on peut définit 'application
oy 2 €UCEwz—Df(vo) ' (f(z)—y) €E

Autrement dit, o, = Idg —Df(x0) ' o f + Df(20) ' (y), donc ¢, est €' sur U et, pour tout
—_——

cste

Dyy(z) =1dg —Df(x0) ' Df(z).

x e U,

De plus, on a

fl@)=y < [f(x) -y =0
< Df(z0) ' (f(z) —y) = 0 (car Df(x0)~" est un isomorphisme)
= z— Df(z0) " (f(z) —y)
= pylz) =2

=

Autrement dit, les solutions de notre équation f(z) =y sont exactement les points fixes de ¢,,.

~» On cherche maintenant & déterminer pour quels y I'application ¢, admet un unique point fixe.
On va voir qu’il nous faut un y “pas trop loin” de yo; et de plus, on ne pourra garantir que ¢, est
contractante que sur un petit voisinage de xg. D’otu le coté “local” de ce théoréme.

Etape 2 - Application du théoréme du point fixe

Montrons qu’on peut appliquer le théoréme du point fixe & ¢, quand y est proche de yy et x
proche de xg.

Dans un premier temps, on montre que ¢, est contractante sur B = B(xg,r) pour un petit
r > 0.

> Remarquons que Doy (o) = Id —D f(z0) ' D f(0) = Oz(rn)-



Or, ¢, n'est pas seulement différentiable: elle est C! en xg, autrement dit z — Dy, (z) € L(E)
est continue en xg. Dongc, il existe r > 0 tel que

[z = zollz <7 = |Dpy(@)l ) <

DO =

> Mais alors, par I'inégalité des accroissements finis, pour tous x1,z2 € B(zo,7),

1
lloy(z1) — @y (x2)||E < §||-761 — 22|

Pour pouvoir appliquer le théoréme du point fixe, il faut aussi vérifier que ¢, (B(zo,7)) C B(xo, 7).
On va voir que c’est le cas pour y assez proche de yp.

> Par continuité de application linéaire D f(z0)~?, il existe § > 0 tel que

_ T
ly = volle <6 = [IDf(x0) ™ (y = vo) | & < 3

> Alors, pour y € B(yo,d) et © € B(zg,r),

A

ey (@) = 2olle < lley(2) = @y (2o)llE + vy (x0) = 2olle
%le —ollp + || = Df (o) ™' (f(wo) =)l <7

IN

autrement dit, o, (z) € B(zg,7).

Par le théoréme du point fixe, pour y € B(yo, d), il existe un unique = € B(zq,) tel que p,(z) = =,
autrement dit tel que f(x) =y.

Notons-le x = f~1(y): alors f~!: B(yo,d) — B(xo,7) est bien la bijection réciproque de f.

Il reste maintenant & montrer que f~! est de classe €.

Etape 3 - Régularité de !

> Montrons que f~! est continue. Soient y1,y2 € B(yo,d). On note x1 = f~ (1), 22 = f~(y2).
Alors

1f = ) = f )l = o — 22l e = lley, (21) — @y, (@2) || 2
< lys (1) = @y, (@2) |2 + @y, (2) =y, (z2) | B

IN

1 _
sllzr = 2]l + 1D f(wo) Yy —w2)lle
donc, en soustrayant 3|1 — x2||p de part et d’autre de I'inégalité, puis en multipliant par 2:

17 ) = £ w2)lle = 21 — 22llp < 20D f (20) "l erm lyr — vellp-

~+ Ainsi, f~! est Lipschitzienne, donc continue.



> Montrons que f~! est différentiable, de différentielle

Df~'(y) = Df(x)~" ouy = f(x)

Tout d’abord, il faut justifier que D f(x) est inversible pour x € B(xo,r). Remarquons que, puisque

Dy (z) =1d —Df(x0) "D f(x),
on a
Df(xz) = Df(zo) o (Id —Depy(z))
Or, on a vu que pour x € B(xo,r),
1
Doy (@)|lc(m) < 5 <L

11 se trouve que, dans lespace vectoriel normé L(E), la boule ouverte de centre Idg et de rayon 1
est incluse dans ’ensemble des isomorphismes linéaires Isom(E). Autrement dit, si H € L(E) vérifie
| H| () <1, alors Id +H est une application linéaire inversible, d’inverse continue. Pour une preuve, voir
par ici:

http://carolinevernier.website/complement-appli-lin/appli-lin-inverse.html

Donc, Id =Dy, () est bien un isomorphisme linéaire. Et comme D f(x() en est un aussi, D f(z) est une
composée d’isomorphismes, donc c’est un isomorphisme. Donc Df(z)~! existe, et c’est une application
linéaire continue F' — E.

Il s’agit maintenant de montrer que, pour tout y € B(yo,d) et k € F,

S [f~ y+k) = fHy) = Df ()" (k)| p —— 0
||kHF E k—>0F

Cette douloureuse majoration est reléguée a l’annexe technique suivante: http://carolinevernier.
website/compl/TIL-preuve.pdf

> Enfin, on veut montrer que f~! est €. Autrement dit, il s’agit de montrer que

y € B(yo,0) = Df'(y) = Df(f'(y)) " € L(F,E)
est continue.
Or, on peut Iécrire comme la composée I o Df o f~1, ot
I:AcGL(E,F)— A" € L(F,E)

et on a
1. f~! est continue, on I'a vu;

2. x — Df(z) puisque f est €*


http://carolinevernier.website/complement-appli-lin/appli-lin-inverse.html
http://carolinevernier.website/compl/TIL-preuve.pdf
http://carolinevernier.website/compl/TIL-preuve.pdf

3. I est continue:

Dans le cas ot E = F' = R", on peut le voir en mettant A sous forme matricielle. On a alors

1

I(A) = det(A)tCom(A)

donc les coefficients de I(A) sont des fractions rationnelles des coefficients de A, qui ne s’annulent pas

sur GL,(R).

Pour le cas général, voir par ici:

http://carolinevernier.website/complement-appli-lin/appli-lin-inverse.html
Et ceci termine la preuve du théoréme d’inversion locale. On a bien mérité un petit carré:

O

Remarque : Il est essentiel au fonctionnement de la preuve que f soit €', et non simplement différentiable.
Et ce n’est pas juste parce qu’on n’a pas eu l'intelligence de trouver une meilleure preuve: le théoréme
devient faux si f est simplement supposée différentiable.

Contre exemple:
fizeRw— {x'HUQSin(i) s?a:;éO
siz = 0.
Alors f est différentiable en 0, et f/(0) =1 # 0:

1 (1
R0 = £0) =14 hsin (1) 1

Mais f n’est inversible sur aucun voisinage de 0. En effet, si on considére les suites

1 1
Tp=c—2 Y= — 7 2% = —
omn =" T T2n+ D) 72n+1)

alors on calcule que f(z,) < f(z,) < f(yn), done, par le TVI, tout u €] f(z,), f(yn) [ a deux antécédents
par f.

> Ceci étant vrai pour tout n, on en déduit qu’il n’existe aucun voisinage de 0 ou f soit injective.
En particulier, quel que soit € > 0, f :] — &,e[— R n’est pas une bijection.

> Le probléme, c’est que f n’est pas €!: pour x # 0,

=1 s 2esin (1) o (1)

Donc f/(z) n’a pas de limite quand x tend vers 0.


http://carolinevernier.website/complement-appli-lin/appli-lin-inverse.html
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Figure 1: Source: https://www.desmos.com/calculator/cqkmt4buei

Sauf que ! J’ai lu récemment sur le blog de Terrence Taol le résultat suivant:
Théoréme 3

Soit U C R™ un ouvert de R™, et f : U — R"™ une application telle que
o f est différentiable sur U;
e Pour tout x € U, D f(x) est inversible.

Alors, pour tout xg € U, il existe un voisinage V,, de xq et un voisinage Wy, de f(xo) tels que fIVzo
soit un homéomorphismeEI

Mais alors, et le contre-exemple ?

~» En fait, si on y regarde de plus prés, le contre-exemple au TIL classique est aussi un contre-exemple
a ce nouveau Taoréme.

En effet, la contradiction venait du fait que, dans tout intervalle | — &, [, on pouvait trouver deux
points a., b tels que f(a:) = f(be), et donc f n’est bijective sur aucun voisinage de 0.

Mais du coup, d’aprés le Théoréme de Rolle, il doit y avoir un point c. €] ac, be [ tel que f/(c.) = 0.

Et donc, méme si la premiére hypothése du Taoréme est vérifiée, la deuxiéme ne ’est pas: il n’y a pas
d’ouvert contenant 0 sur lequel D f(x) soit inversible en tout point.
Et comment "sauve-t-on" la preuve qu’on a faite ?

~> Au lieu d’utiliser le théoréme du point fixe de Picard-Banach, on utilise un autre théoréme de point
fixe, le théoréme du point fize de Brouwer:


https://www.desmos.com/calculator/cqkmt4buei
https://terrytao.wordpress.com/2011/09/12/the-inverse-function-theorem-for-everywhere-differentiable-maps/
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Rolle

Théoréme 4

Point fixe de Brouwer Soit K C R™ un compact convexe. Toute application continue f : K — K
admet un point fixe.

Voila. Point. Le théroéme du point fixe de Brouwer n’est pas évident & démontrer, mais sa simplicité le
rend facile & utiliser: par exemple une de ses versions, le théoréeme de Kakutani, est un ingrédient essentiel
de la démonstration de I'existence de 1’équilibre général dans le modéle des économies de marché d’Arrow
et Debre%i Il sert aussi & démontrer d’importants théorémes de topologie, comme le théoréeme de la boule
chevelue

Remarquons quand méme que, par conséquent, contrairement au TIL, le Taoréme d’Inversion Locale
ne peut pas s’étendre gratuitement aux espaces de Banach: il est limité & R™. Ce qui est déja pas mal, mais
certaines applications, notamment pour la résolution d’équations dont les inconnues sont des fonctions,
nécessitent des Banach plus massifs, comme par exemple les espaces LP(u) dont on reparlera.

Peut-on enlever le "L" de TIL ?

Il peut sembler trés limitant d’avoir une inversion seulement locale, restreinte & de petits voisinages d’une
solution f(zo) = yo.

On pourrait s’attendre a ce que si Df(x) est inversible pour tout « € U, alors f : U — f(U) soit un
¢ 1-difféo.

C’est d’ailleurs le cas dans R: si f'(xz) # 0 pour tout z et est continue, alors f’ est de signe constant
et f est strictement monotone, donc bijective.

Mais ce n’est pas le cas dans R™ :
Contre-exemple: Considérons, sur U = R? \ {(0,0)}, Papplication
f:U—R?
(z,y) = (a® — y?, 22y)
Alors pour tout (z,y) € U, f est différentiable en (z,y) et
sacs(oa) = (50 ) den(Gaey (o) =162 +4) 20,
donc Df(z,y) est inversible et f est un ¢’'-difféomorphisme au voisinage de (x,y).

Mais f n’est pas un ¢!-difféo global: pour tout (z,y) € U, alors f(x,y) = f(—x,—y), donc f n’est
pas injective.

Inversion globale

Cependant, en ajoutant ’hypothése d’injectivité, on obtient une version globale:
Théoréme 5

N Soit f: U Cc R® = R™ €. On suppose que

1. f est injective sur U,

2. Pour tout x € U, Df(x) est inversible.

| Alors f : U — f(U) est un ¢*-difféomorphisme.

481, si, vraiment. Chevelue. Wikipedia nous recommande de ne pas le confondre avec le théoréme de calvitie
sur les propriétés des trous noirs.
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_du_point_fixe_de_Kakutani
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mod%C3%A8le_Arrow-Debreu
https://fr.wikipedia.org/wiki/Mod%C3%A8le_Arrow-Debreu
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_la_boule_chevelue
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_la_boule_chevelue

Preuve: Pour tout a € U, il existe un voisinage U, tel que

f:Us— f(U,) est un €' — difféo.
—

ouvert

Donc f: U — f(U) est bijective et, pour tout b = f(a) € f(U),
1 fU,) = U, est €,

donc f~! est €' en b. Et donc, f est un ¥'-difféomorphisme global. O
Exemple: f:(z,y) € R? — (23 + z,y — 2?) € R? est un ¢*-difféomorphisme.
> C’est un C'-difféo local: pour (x,y) € R?,

2
gacstea) = (P00 0) deues(e) =301 40

> f(R?) = R? et f injective: soit (a,b) € R?, montrons qu’il existe un unique (z,y) € R? t.q. f(x,y) =
(a,b). On a

»+r=a {m3+x—a:0
=
Y- =

f(z,y) = (a,b) = { 2 y=b—|—$2

Or x + 23 + 1 — a est strictement croissante sur R, il existe un unique 29 € R t.q. 23 + 29 —a = 0.
Alors, en prenant yo = b + 22, (20, yo) est I'unique solution de f(z,y) = (a,b).

~s f:R? — R? est un ¥'-diffeomorphisme global.

A quoi ¢a sert ?

On a vu que, si une application f : U C E — F est différentiable en a € U, alors sa différentielle D f(a)
en a nous permet, localement, de "faire comme si" f était linéaire, ce qui nous simplifie beaucoup la vie.

Dans cette ordre d’idée, les C'-difféomorphismes jouent un peu, dans le cadre des applications dif-
férentiables, le méme roéle que les applications linéaires inversibles en algébre linéaire. Quand on travaille
dans E = R"™, les applications linéaires (ou matrices) inversibles, c’est ce qui permet de changer de base
pour simplifier un probléme (diagonalisation, réduction des formes quadratiques, ce genre de chose).

~+ Dans la méme veine, les C''-difféomorphismes nous permettent de faire des changements de variables,
qui simplifient considérablement les problémes auxquels on s’attaque. Si le temps le permet, on parlera
d’ailleurs du théoréme de changement de variables pour les intégrales multiples, mais en attendant, voyons
un autre exemple, essentiel en optimisation.

Théoréme 6 (Lemme de Morse)

Soit U C R™ un ouvert convexe contenant Ogx, et soit f : U — R une application de classe €* sur U
avec k > 3. On suppose que

e Vf(Ogn) = Ogn: autrement dit Og~ est un point critique de f.

e La matrice Hessienne de f en Ogn, qu’on va noter Qg est non-dégénérée: autrement dit Ker Qg =
{Ogn }.

Alors il existe un p € 1,...,n, un voisinage V C U de Ogn et un C*~2-difféomorphisme ¢ : x € V

11



o) = (p1(x),...,on(x)) tel que, pour tout x € V,

f(@) = fOpn) + @1(2)® + ... + p(2)? = Pps1(2)” — .. = 9n(2)?

~» Et ¢a, c’est merveilleux, parce que ga signifie que si on fait le changement de variable u = ¢(z), on
trouve

Fle™ w) = fOrn) + 03 + ..+ —ui g — .. —uj)

~» On a réécrit f comme un polynéme de degré 2 particuliérement simple.

Rappelons quelques points d’algebre (bi)linéaire. E|

e Le théoréme de réduction des matrices symétriques nous dit que si on a une matrice symétrique A, alors
A est diagonalisable dans une base orthonormée: autrement dit il existe une matrice orthogonaleﬂ P
telle que P~1AP = tPAP est diagonale.

~» Une autre fagon de dire ¢a, c’est qu’il existe une base orthonormée B = (f1,..., f,) de R™ qui
diagonalise A. On a donc Ay, ..., \, tels que Af; = \; f; pour tout i.

e Si, de plus, A est inversible, aucun des A; ne peut étre nul (pourquoi, au fait ?) et donc on peut supposer
que les, disons, p premiers sont strictement positifs, les n — p derniers sont strictement négatifs.

e Et donc, pour tout ¢, en utilisant le produit scalaire habituel sur R™:
LiAfi = (Afi, fi) = Nl fi, i) = N
donc, si on note

pouri:l,...,p, fl:\/%fz N pouri:l’“,,p7 tﬁAﬁ:l
pouri=p-+1,..,mn, ﬁ:\/%fl pouri=p+1,...n tiAfi=—1

e Et donc, si on note P la matrice de passage de la base canonique a la base B= {fl, fn}, on a
tPAP — ( I Op,np>
Onfp,p _Infp

ce qui donne, pour tout u € R",

tu(tPAP)u = u? + ... + uf) - u12]+1 — 2

Et ¢a, ¢a ressemble a ce qu’on veut obtenir ! En fait, c’est la version (bi)linéaire, en posant

f(z) =tzAz, ¢(z)=(P) tu.
Exercice: Preuve du lemme de Morse

Puisque Qo = H f(Ogn) est non-dégénérée, elle est inversible, et puisque f est C2, c’est une matrice
symétrique. D’aprés ce qu’on a dit ci-dessus, il existe donc une matrice inversible, qu’on va noter A, telle
que

t — ]b O%n_P

n—p,p n—p

5Pour plus de rappels, voir ici: http://carolinevernier.website/memos/alg_bilin.pdf
Si.e. P inversible et P~' ="*P
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. On note S, (R) ensemble des matrices carrées symétriques de taille n, et on définit
F={Me M,(R),QM € S,(R)}

Justifier que F est un espace vectoriel, et que F N GL,R est un ouvert de F' contenant I,,.

. On pose
1
h:MeFw— gtMQOM € S,(R)
Calculer la différentielle de h en I,,, et montrer qu’elle définit une application linéaire bijective F' —

Sn(R).

. En déduire qu’il existe un voisinage W de %QO, V un voisinage de I,, et une application C* ¢ : W — V
telle que, pour tout @ € W,

1
Q=3"(Q) Q- (@)
Indication: Peut-on inverser localement h ?

. Notons, pour tout x € U

Qz) = (/01(1 - t)aj;ij(tx)dg e M,([R)

1<ij<n

Justifier que Q(z) est symétrique, que Q(Ogn) est non-dégénérée, et que pour tout x € U,
f@)=f(0)+"z-Qz) @

Indication: On peut utiliser la version & plusieurs variables de la formule de Taylor, qui fait intervenir
la matrice Hessienne.

. Justifier que z € U — Q(z) € S,(R) est C*~2. En déduire qu’il existe un voisinage V de Og» tel que,

pour tout x € V', Q(z) € W.

. Montrer que pour tout z € V’,

Ly 0) AH(Q()

n—p,p 71”—19

Q) = v
. On pose enfin
p:xeV = A Y(Q(x))r € R

Montrer qu’il existe un voisinage V C V' de Og~ tel que @, est un C!-diffeomorphisme sur son image,
et montrer que c’est le C!-difféo qu’il nous faut.

Indication: Calculer Dp(0) et utiliser le TIL avec allégresse.
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3 Théoréme des fonctions implicites

Question: Qu’appelle-t-on résoudre un systéme d’équations

fl(ul...,um) :0

fp(uh...,um) :0

quand il y a plus d’inconnues que d’équations (i.e. m > p) ?

Dans le cas ou fi,..., f, sont linéaires, on choisit parmi les inconnues u,...,u, des paramétres
Z1,...,Tn, et on exprime les autres variables (qu’on appelle inconnues principales) y1, . . . , Ym—n en fonction
des paramétres. La solution est donc décrite par

Y1 1¢1(I1...,In)

Exemple: Considérons le systéme

T+y+z =0 r+y+z =0 z =-1
(S) = =
2r+2y+2z =1 r+y =1 y =1—=x

Ainsi, I'ensemble des solutions de (S) est le graphe {(z,¢(z)),z € R} de la fonction ¢ : z € R —
(1—z,—1) e R

Pour savoir combien d’inconnues mettre en paramétre et lesquelles, on dispose de I'algorithme du pivot
de Gauss, qui nous permet d’échelonner le systéme.

~ Quel est le bon critére pour faire ¢a quand les équations ne sont pas linéaires 7

Revenons a notre systéme linéaire, maintenant qu’on sait qu’on va exprimer (y, z) en fonction de z.

On a
r+y+=z =0 — y+z =-x — 1 1Y\ [y _ -z
2¢4+2y+2z =1 y+z =1-2x 2 1) \z 1-2z

~ Ce qui permet de conclure, c¢’est que la matrice (; D est inversible (d’inverse ( 9 _11>) ce qui

(-G () =P

~» On a donc choisi les inconnues principales en trouvant une sous-matrice carrée inversible dans la
matrice qui représente le systéme.

donne
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Quelques notations
Soient U un ouvert de R” x RP et f une application €' sur U:
f:U—>RP
(z,y) = f(z,y)
Pour (xg,y0) € U, on note:
o D, f(xo,y0) € L(R™,RP) la différentielle de lapplication = — f(z,yo),
o D, f(zo,y0) € L(RP,RP) la différentielle de 'application y — f(zo,y).

En d’autres termes, on décompose la jacobienne de f en deux parties:

d a a
5 (z0.y0) - B (20,%0) | §E(@0.y0) .- §EE(0,%0)
.
ai’;( o,yo) af;p( 0, %0) a£§ (xo,yo) %(anyO)
Matrice de Dy f(zo, yo) Matrice de Dy, f(xo,yo)

On a donc, pour (h, k) € R™ x RP,

"0
Df(xo,y0)(h, k) = ; B) 7: (w0, 90)hi + Z 9, (70, y0)k
- D,I,‘,/ ('770' I/U)(h) + Dyf(x(h yO)(k)
Exemple: Considérons f : (z,y) € R? =R x R+ 22 + 9% — 1 € R. Alors:

o D, f(zo,yo0) est la différentielle en zo de I'application x — 22 + y2 — 1. Or cette application est une
fonction dérivable R — R, donc, d’apreés le lien dérivée-différentielle, c’est I’application linéaire

0
D, f(xo,90) :h€R— a—i(xo, yo)h = 2xoh
e D, f(xo,y0) est la différentielle en yo de application y — 23 +y? — 1. Donc

0
Dy f(wo,y0) : k € R aijc(%,yo)k

e Au total, on a bien

of

D f(xo,y0)(h, k) = 9

0
(20, 50)h + %(zo,yo)k = Do f(20.y0)h + Dy f (20, yo)k

~~ Dans le cas des fonctions R? — R, D, f et D, f sont données par les dérivées partielles.
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Heuristique

Soit f: U CR™ x RP — RP, et (x0,y0) € U tel que f(x0,y0) = Oge.

On veut résoudre ’équation f(z,y) = 0 prés de (zo,yo) en fonction de x, autrement dit on cherche
w: V CR" = RP? telle que
f(,y) =0 = y=9p(z)

Or, au voisinage de (xg,yo), on a

f(z,y) = f(wo,90) + Df(x0,y0)(x — w0,y — yo) + chouia
= Dy f(z0,y0)(x — z0) + Dy f(x0,%0)(y — yo) + chouia

Donc I'équation f(z,y) = 0 se réécrit

Dy f(xo,90)(y — yo) = —Dx f(z0, yo)(x — o) + chouia

~+ Si Dy, f(z0,yo0) est inversible, il y a une unique solution

y = @(x) = yo — (Dyf (0, 40) " Da f(x0,y0))(z — x0) + .
~» C’est le théoréme des fonctions implicites qui va nous permettre de rigorifier tout ga:
Théoréme 7
Soit U C R™ x RP un ouvert, et f : U — RP une application €*. Soit (x9,%0) € U. On suppose:
e f(zo,90) =0
o Dy f(xo,90) : R? — RP est inversible

Alors il existe un voisinage V. C R™ de xy, un voisinage W C RP de yy et une application €' ¢ : V. — W
tels que

o VXxWCU

e Pour tout (z,y) € V. x W, D, f(x,y) est inversible

o ((zy) eV xWet f(z,y) =0) < (reV,y=p(x)).

De plus, pour x € V, Dp(x) = —(Dy f(x,(2)) ™" 0 Do f(z, p(x))).
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Remarque: Plus généralement, comme le TIL, ce théoréme s’applique aussi 4 une application €* f : U C
E X F — GouE, F,G sont des espaces de Banach.

Dans le cas, le théoréme s’applique si f(zo, yo) = O et D, f(x0, yo) est un isomorphisme linéaire entre
F et G.

F 9 Sz9)-0

\’\

/ iy (K,:j)—’ &
SRR ——- e
- ,_,’f/ir/ R &*m‘%zim
H q 5 = (-G(")
%o K =
o h'ML rJu Sl 5t o

r@}L ‘{.W.P
(x ouait 2!"“"39’-‘FT cp-i )

Figure 2: TFI dans R?

Exemple: Soit f: (z,9) ERx R 22 +92—-1€R. Ona

0
875(%’%) = 2yo

On a vu que

0
8£ (w0, y0)h = 2w0h et Dyf(ﬂ?(),yo)(k)aijc(ﬁo’yo)k = 2yok

D, f(x0,y0)(h) =
donc D, f(zo,yo) est inversible ssi g—i(xo, yo) # 0, c’est-a~dire ici yg # 0. Du coup:

> Soit (zo,yo0) tel que f(xo,y0) = 0, avec yg > 0 et xg # +1. Alors le TFI s’applique, et d’un autre coté
on voit directement qu’il existe un intervalle ouvert V' autour de z( et un intervalle W sur lequel y > 0,
tels que sur V. x W, f(z,y) =0 < y=+1— a2

> On a alors aussi f(zo, —yo) = 0 et D, f(z0, —yo) = —2yo inversible. Et on trouve de méme qu’il existe
aussi un voisinage V' de xo et W’ de —yq tels que sur V' x W', f(z,y) =0 y = —v1 — 22,

> Si (xg,y0) = (£1,0), il n’y a aucun voisinage de zg sur lequel f(x,y) = 0 soit le graphe d’une fonction
de z.

En général, on ne connait pas I'expression de la fonction ¢: on sait seulement qui est Dp(x).
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qmt &@L, o= 5[’("3) o

Figure 3: Paramétrisations de S*

Parfois, on peut en déduire des informations sur ¢. Par exemple, dans I’exemple précédent, on a via
le TFI

Dp(z) = =Dy f(x, p(x)) 0 Dy f(z,0(2)) = —
donc <p "(z)p(z) =

donc f(ap(x) ) =

donc go(x)2 =c—a?

Or c = ¢(x)? + 2% = 32 + 22 = 1, donc, si p(x) > 0, on retombe sur p(x) = /1 — 2.

Preuve du TFI

On va voir qu’on peut se ramener au théoréme d’inversion locale. Pour cela, on pose

g:UCR"xRP - R" x RP
(z,y) = (z, f(z,9))

Du coup, f(z,y) =0 < g(z,y) = (x,0). On va voir qu’on peut appliquer le TIL & g. En effet, avec
up = (0, Y0):
Dg(uo)(h, k) = (h, D f(uo)(h, k)) = (h, Do f (uo)h + Dy f (uo)k)

)
Mountrons que Dg(ug) est inversible. Soient (a,b) € R™ x RP, on a

h =a h =a
{Dxf(uo)h+Dyf(uo)k -5 {k — D, (o) (b — D, (uo)(a))

autrement dit, Dg(uo) ™ (a,b) = (a, Dy f(uo) " (b — D, f(uo)(a))).
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On peut aussi mettre I'inversibilité de Dg(ug) en évidence en calculant la jacobienne de g:

I, OMm,, ,(R)

Jacg(ug) =

Dy f(z0,90) | Dyf(x0,y0)

donc det(Jacy(ug)) = det(Dy f(uo)) # qﬂ
~ Du coup, par le TIL, il existe un voisinage U de (20,90) tel que g : U— g(U) soit un %’ '-difféomorphisme.
Remarque: Sur U, det(Jac,(u)) = det(D, f(u)) # 0, donc D, f(z,y) reste inversible.

Soient V, W des voisinages de z, yo respectivement tels que Vx W c U , alors g(V x W) est un ouvert
contenant (zg,0). Il existe donc un voisinage V de zg tel que V x {0} C g(V x W).

Alors, pour tout x € V| il existe un unique y € W tel que

g9(z,y) = (z,0) ie. (z,y) =g '(z,0)

1

Ainsi, la fonction €' ¢ : V — W donnée par la deuxiéme composante de g~ ! répond & la question.

De plus, pour tout x € V, on a f(z,¢(x)) = Oge. Posons a : z € R" — f(z,p(x)). Alors a est
différentiable et on a

e d'un coté, a(x) = Oge pour tout z € R” donc Da(z) = 0zrn re)

e d’un autre coté, via la formule de composition,
Dy f(x,(x))(h) + Dy f(x, o(x)) o Do(x)(h) =0

Ce qui, au total, donne
Dy(x)(h) = =Dy f(z, o(x)) " o Dy f(x, o(x))(h).
comme attendu. Petit carré. O

Exercice/Application: Preuve du lemme de Morse avec le TFI

Rappelons ’énoncé et les notations de notre preuve du lemme de Morse

Théoréme 8 (Lemme de Morse)

Soit U C R™ un ouvert contenant Ogn, et soit f : U — R une application de classe €* sur U avec
k > 3. On suppose que

e Vf(Ogn) = Ogn: autrement dit Og~ est un point critique de f.

e La matrice Hessienne de f en Ogn, qu’on va noter Qg est non-dégénérée: autrement dit Ker Qg =
{Opn }.

Alors il existe un p € 1,...,n, un voisinage ¥ C U de Ogn et un C*¥~2-difféomorphisme ¢ : x € V

o) = (p1(x),...,on(x)) tel que, pour tout x € V,

f(@)=f0)+1(x)> + ... + 0p(2)* — pps1(x)? — ... — on(w)?

"On peut calculer ¢a en développant par rapport & la premiére ligne, puis la deuxiéme, etc...jusqu’a avoir “fait
disparaitre” le bloc I,
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On note Qo = H f(Ogn) et A une matrice inversible telle que

n—p,p ~ in—p

t — Ip Op,’nfp
AQoA = (0 I
et
F={M € My(R), QoM € 5,(R)}
qui est un s.e.v. de M, (R).

Notons, pour tout x € U

Qlz) = ( /0 ‘1o afgzj (tx)dt) € My (R)

1<i,j<n

Alors d’apres la formule de Taylor, pour tout x € U,

f@) = f(0) +"2Q(x)x

1. On note
O:(x,M)eU X F+— Qz) — %tMQOMSn(R)

et DpO(z, M) la différentielle de © par rapport a la deuxiéme variable. Montrer que D0 (0gn, I,)
est inversible, et en déduire qu’il existe V; voisinage de Ogn» dans R™, V5 voisinage de I,, dans F' et une
application 0 : V; — V5 de classe C! telle que

((x, M) e V1 x V5,0(z, M) =0y ) < (z €V1,M =0(x))

autrement dit, pour tout z € V7, %te(x)Qoe(x) = Q(x).

2. Calculer D6(0). En déduire que
Pplx):xeVi—0(z) zeR”

est un C!-diffeomorphisme sur un voisinage V de Ogn.

3. Montrer que
p:x Vs A0(z) -z e R™

est le ¢'-diffeomorphisme qu’il nous faut.
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