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Exercices de révision : Rappels de théorie de la mesure

Exercice 1 Soit (X, T ) un espace mesurable et µ1, µ2 : T → [0, +∞] deux mesures
sur (X, T ).

• Montrer que µ = µ1 + µ2 est une mesure sur (X, T ).
• Montrer que L 1(X, T , µ) = L 1(X, T , µ1) ∩ L 1(X, T , µ2).
• Montrer que pour tout f ∈ L 1(X, T , µ),∫

X
f dµ =

∫
X

f dµ1 +
∫

X
f dµ2

Exercice 2 Soit (X, T ) un espace mesurable et f ∈ L 0((X, T );R).
1. Montrer que σ(f) = {f−1(B), B ∈ B(R)} est une sous-tribu de T , et que c’est la

plus petite tribu telle que f soit mesurable de (X, σ(f)) dans (R, B(R)).
2. Montrer que L 0((X, σ(f));R) = {φ ◦ f, φ ∈ L 0((R, B(R);R)}.

Exercice 3 Soit (X, T , µ) un espace mesuré et (fn)n ∈ (L 0((X, T );R+))N une suite
de fonctions mesurables positives. Montrer que∫ ∗

X
(
∑
n∈N

fn) dµ =
∑
n∈N

∫ ∗

X
fn dµ

En déduire que si la série de terme général an =
∫ ∗

X fn dµ converge, alors fn → 0 µ-
presque partout sur X.

Exercice 4 Soit X un ensemble non vide. On considère l’espace mesurable (X, P(X)),
sur lequel on définit

µ : A ∈ P(X) 7→ Card(A) ∈ [0, +∞]
1. Montrer que µ est une mesure sur (X, P(X)). On l’appelle mesure de comptage

sur X.
2. Déterminer les ensembles µ-négligeables de (X, P(X)).
3. Montrer que la mesure de comptage sur (N, P(N)) est σ-finie, mais que la mesure

de comptage sur (R, P(R)) ne l’est pas.
4. Soit f : N → R+ une fonction positive. Montrer que f est mesurable de (N, P(N))

dans (R, B(R)) et que son intégrale par rapport à la mesure de comptage est∫ ∗

N
f dµ =

∑
n∈N

f(n).

5. Soit (un,p) ∈ (R+)(N×N). Justifier que∑
n∈N

∑
p∈N

un,p =
∑
p∈N

∑
n∈N

un,p.

Calculer ∑
p⩾2

∑
n⩾2

1
np

1



Exercice 5 Soit (X, T , µ) un espace mesuré. Pour f, g ∈ L 0((X, T );R), on note f ∼ g
si f = g µ-p.p. Montrer que

1. ∼ est une relation d’équivalence.
2. Si f ∼ f̃ et g ∼ g̃ alors f + g ∼ f̃ + g̃ ;
3. Si (fn)n, (f̃n)n ∈ (L 0((X, T );R))N sont deux suites telles que fn → f µ-p.p,

f̃n → f̃ µ-p.p, et pour tout n, fn ∼ f̃n, alors f ∼ f̃ .
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