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Exercices de révision : Rappels de calcul différentiel

1 Rappels de calcul différentiel

Exercice 1 FE, F deux e.v.n. Dans chacun des cas suivants, montrer que f est différen-
tiable et donner sa différentielle, puis montrer que f est C'.

> f: E — F constante.

> f: E — F linéaire continue.

> f: E x E — F bilinéaire continue.
> f: E — F quadratique.

En déduire la différentielle de

RxR—-R M,R)x MyR)—> M,[R) R"—=R
(z,y) = zy (A,B)—=AB "z |z[3

Exercice 2 Soit 'espace vectoriel R, [X] des polynémes de degré < n, muni de la norme
n
oo : P=> arX¥ € Evs max |ayl
=0 k=0,...,n

Montrer que I'application f : P € R,[X] + P’ — P? € Ry,[X] est différentiable sur E et
déterminer sa différentielle.

Exercice 3 Soit f : R?> — R une fonction C'. On définit
g:R3 =R
(x7y7z) Hf(m—y,y—z,z—x)

1. Justifier que g est de classe C' sur R3.

2. Montrer que

dg 99 9y
AT AT A
ox * y * 0z
Exercice 4 On considére les applications
f:R2 - R? g:R* — R?
(z,y) = (2y,2y,29°) (z,y,2) = (z+y+z2y2).

Soit (a,b) € R?. Déterminer la matrice jacobienne de f en (a,b), de g en f(a,b) et de
go fen (a,b).
Exercice 5 Soit f: (z,y) € R? = (22 —y, 22 +y?) et g= fo f.
1. Justifier que f et g sont C! sur R?.
2. Calculer Jac f(x,y) pour (z,y) € R%. En déduire Jac (0, 0).
3. Montrer qu'il existe r > 0 tel que, pour tout (z,y) € B((0,0),7), | Dg(z,y)|| < 3.
4. Montrer que g admet un unique point fixe dans B¢((0,0),r).



2 Contre-exemples

Exercice 6 (Fonction non différentiable admettant des dérivées directionnelles)
On consideére la fonction f : R? — R définie par

rsiy=0

fa.y) = {0 siy # 0.

1. Soit v = (v1,v2) € R Montrer que f admet une dérivée directionnelle en (0,0)
dans la direction de v.

2. Supposons f différentiable en (0,0). Donner sa matrice jacobienne en (0,0), puis
calculer Df(0,0)(1,1) de deux maneéres différentes. Que peut-on en déduire ?

Exercice 7 (Fonction admettant des dérivées partielles, mais pas des dérivées
dans toutes les directions)
Considérons la fonction f : R? — R définie par

x2gfy2 si (z,y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0).

f(w,y)—{

1. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0).

2. Montrer que f n’admet pas de dérivée directionnelle en (0,0) dans la direction de
(1,1).

Exercice 8 (Fonction différentiable dont les dérivées partielles ne sont pas continues)

Considérons la fonction f : R? — R définie par

- 1 .
Fay) = Ty sin (\/W) si (z,y) # (0,0)
0 si (ZL‘,y) = (0,0)

1. Justifier que f est C* sur R?\ {(0,0)}

2. Montrer que f est différentiable en (0, 0), de différentielle nulle. En déduire %(0, 0)
0,
et 8—5(0,0).
3. Pour (z,y) # (0,0), calculer g—i(w,y) et g—i(x,y).

4. Montrer que g—i et % ne sont pas continues de (0, 0).

Exercice 9 (Fonction admettant des dérivées partielles, mais pas différentiable)

Considérons la fonction f : R? — R définie par

Ty si (z, 0,0
0 si (z,y) = (0,0).

1. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0).
2. Si f était différentiable, quelle serait sa différentielle 7

3. Montrer que f n’est pas différentiable en (0,0).
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