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Feuille 5 : Fonctions .7, Espaces .27 et L*

1 Fonctions .Z?

Exercice 1 On considére ’espace mesurable (N, P(N)).
1. Montrer que v: A€ P(N) —= >, 4 Hﬁ est une mesure finie sur (N, P(N)).
2. On définit f : n € N+ \/n. Montrer que f € Z°((N,P(N)),R).
3. Montrer que f € ZP(N,P(N),v) ssip € [1,2].

Exercice 2 Pour quelles valeurs de p € [1,+o0[ les fonctions suivantes sont-elles dans
ZLP(R)?
f1=1q, forxeR— e * R, farxeR—Ipi(z)e* €R
1 1
f4:$€R’—>ZEﬂ[O7Q], f5IL‘ER>—>]lR*+(ZL‘);€R, fﬁxeRl—)]l}Loo[(l')%eR

Dans chaque cas, calculer N,.

Exercice 3 (Inclusions) 1. Soit (X, .7) un espace mesurable et ;1 une mesure finie
sur (X, .7). Soient 1 < p < ¢q. Montrer que

LUX, T ) € LYX, T, ).

2. On se place maintenant sur /£ = ZP(N, P(N), u), ou u est la mesure de comptage
sur (N,P(N)). Montrer que, pour tous 1 < p < ¢, P C ¢9,et que cette inclusion est
stricte.

Exercice 4 Soit (X, .7, ) un espace mesuré, et soient p1,p2 € [1,400[ avec p; < po.
Montrer que pour tout p € [p1,p2], on a

LPUX, T, u)NLPX, T, pn) C LP(X, T, ).
En déduire que, pour f € .Z°(X,.7;R), 'ensemble
Iy ={pel,+oof; f€LP(X, 7,1}
est un intervalle.
Exercice 5 (Inégalité de Holder généralisée) Soit (X, .7, 1) un espace mesuré, et
soient p, q € [1,+o0[, ainsi que r € [1,+oo[ tel que % = % + 1

Soient f € LP(X,T,u),g € L9X,7,u). Montrer quequ € L"(X,T7,u) et que

Ny(fg) < Np(f)Nq(g)



Exercice 6 Soit (X, .7, ) un espace mesuré. Pour f € #°(X,.7;R), on pose
Noo(f) =inf{C >0, |f(z)| < C p—p.p.} € [0, +0c]

et on note L*(X, 7, ) = {f € %X, 7;R), Noo(f) < o0}
1. On veut montrer que f < Noo(f) p-p-p-
(a) Posons, pour tout k € N*,

M = {x € X, |f(@)] > Noo(f) + zt}

Montrer que A% € 7 et que p(A%) = 0.
(b) Conclure.

2. On suppose maintenant que p est une mesure finie.
1
(a) Montrer que, pour tout p > 1, N, < 1(X)? Neo.
(b) Soit f € £°(X,T,u). Pour € > 0, on pose

Ac ={z € X,[f(z)| > No(f) — €}
Montrer que u(Ag) > 0 et que, pour tout p > 1,
1
(Noo(f) — €)u(Ac)? < Np(f).
(¢) En déduire que, pour tout f € Z°(X,.7,u), on a

Noo(f) = lim Np(f).

p—0o0

2 Espaces L?
Exercice 7 Montrer que 'application

T (2 l2) — (€4 ]11h)
(an)n = (njl)n

est bien définie, linéaire, et continue. Calculer [Tz 2 o).

Exercice 8 On rappelle que

/ e dr = /7.

R
On considere la suite de fonctions définie par

VneN, f,:zeRL— Vne 2
1. Montrer que (f,), converge simplement vers 0 sur R .
2. Montrer que (f,), converge vers 0 dans L'(R*).

3. Montrer que (fy), ne converge pas dans L*(R%).



Exercice 9 (Régularisation par convolution) Soient f, g deux fonctions mesurables
sur (R, B(R)). Lorsque ¢a a un sens, on définit le produit de convolution de f et g par

(F+9)@) = [ fWle = pdrw) 1)

1. Montrer que, pour tous réels \, s, le produit de convolution de z — e® et z s eH*
n’est pas défini.

2. On pose f:x— ¥ et g: x> e 21 Calculer f *g.

3. On pose f: x> sin(rz) et g: x> 1y 1j(z). Calculer fxg.

4. Pour toute fonction F' : R — R et pour tout h € R, on définit la fonction 73, F :
r€R— F(x+h).

(a) Soient f,g deux fonctions boréliennes. Justifier que, si f = g A-p.p., alors
pour tout h € R, 7, f = 7,9 A-p.p. Montrer que ’application

f € LP(R) — 7of € Ly(R)

est bien définie pour tout h et qu'on a ||, f|, = || f|,-

(b) Montrer que pour toute suite réelle (hy,), qui tend vers 0, et pour toute
fonction continue & support compact F', la suite de fonctions (£, = 1, F)n
vérifie

lim N,(F, — F) =0.

n—o0
(c) En déduire que limy,_,o Np(m,F' — F) = 0.
(d) Montrer que, pour toute fonction F' € ZP(R), limy_,o Np(mpF — F) = 0. On
pourra utiliser le résultat suivant :

Théoréme 1 L’ensemble €°(R,R) des fonctions continues a support com-
pact est dense dans LP(p).

5. Soient p,q deux exposants conjugués. Soient f € ZP(R) et g € L4(R).
(a) Montrer qu’alors f x g est bien définie, bornée sur R et vérifie

oo (f * g) < Np(f)Ng(g)- (2)

(b) Montrer que f x g est uniformément continue.
Indication : On pourra montrer que

z—0
wgﬁ*g@)—f*mx—zn—i»o
e

6. Supposons maintenant que f,g € Z!(R). Montrer que f % g est définie u-p.p. et
que fxg € L1 (R), avec

Ni(f*g) < Ni(f)N1(g)

7. Supposons de plus que g est €°° a support compact.
(a) Montrer que f * g est dérivable avec

(f*9)'(x) = f*(g) ().
Indication : On peut utiliser le fait que pour tout z € R,

g(z+h) —g(z) — h/ (24 th) — ' (2))dt

et la continuité de ¢'.



(b) En déduire que f * g est €°° avec, pour tout n € N,

(f *9)" () = f (9" (@).

8. Soit § € €>°(R) positive, a support dans [—1, 1] et telle que [p 6dX = 1.
Pour tout £ > 0, on pose 6, : x> 15 (£).
Montrer que
Ni(f %6 — ) =20,

Indication : Remarquer que pour tout € > 0, [ dcdA = 1, donc
fla) = f(a) [ 8ax = [ f@)5w)aAw).

9. En déduire que, pour toute f € .Z(R), pour tout £ > 0, il existe une fonction ¢
a support compact g telle que N1(f — g) < e.
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