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Feuille 5 : L’espace de Hilbert L2

1 Espace L?

Exercice 1 Soit (F,(.,.)) un espace préhilbertien et u,v € E. Montrer l’identité du
parallélogramme :
lu+ ol + lu—vl* = 2[|ull® + 2[jo[|* (1)

En déduire que, pour p # 2, la norme ||.||, sur L” n’est pas associée a un produit scalaire.
Faire de méme avec la norme ||.||, sur ¢7.

Exercice 2 Soit f : [1,+oo[— R* mesurable telle que = € [1, +oc[ 22f?(x) € Rt €
Z%([1, 4+00[). Montrer que :

2
( / f dA) < / 2 f2(2) d ()
[1,-"-00} [1,-‘1-00]

Pour quelles fonctions a-t-on égalité ?
Exercice 3 On considere le sous-ensemble F' de L?(R) défini par
F ={f € L*[R), f(z) = 0 A-p.p. sur | — oo, 0[}
« Montrer que F est un s.e.v. fermé de L?(u) et que
FL ={f e L*R), f(x) = 0 A-p.p. sur [0, 00}

e On note pr : L*(R) — L*(R) la projection orthogonale sur F, et pp. : L?(R) —
L?(R) la projection orthogonale sur F*. Montrer que

pr(f) = [l 1o Pre(f) = flj—sop-

Exercice 4 Déterminer le polynéme P € Ro[X] tel que, pour tout @ € Ro[X],

a(3) = [ Poew
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