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Rudiments de relativité générale

Genera) Relaki Vi\tv)

La théorie de la relativité générale d'Einstein décrit |'espace temps
comme une variété M de dimension 4 munie d'une métrique
lorentzienne ~y.
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Les équations d'Einstein

On s'intéresse aux variétés lorentziennes (M*; ) vérifiant les
équations d’Einstein :

Ric(y) — %Scal(’y) = 8aT.

Terme de gauche : Si on écrit + sous forme matricielle :

Y11 Y12 Y13 714 rni n2 n3 na
. r r r r
N = Y12 Y22 723 Y24 alors Ric — 12 22 13 4
Y13 723 733 Y34 r3 n3 13 I3
Y14 Y24 V34 Va4 N4 a4 13a  rag

ou les r; dépendent de 627;;. De plus, Scal = Tr(y!Ric).
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Les équations d'Einstein
On s'intéresse aux variétés lorentziennes (M

équations d’Einstein :

4. ) vérifiant les

Ric(y) — %Scal(fy) = 8aT.

Terme de droite : T est la matrice d’'énergie-impulsion. 1l décrit la

densité de matiére/énergie par unité de volume.

,2.(energy) momentum
¢~ "{density density
W8 o 7o2 7o
710 1 shear
720 stress
T30 pressure
momentum  momentum
flux

density
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DENMES

Un exemple "trivial" est I'espace-temps de Minkowski (R*, o), avec
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DENMES

Un exemple "trivial" est I'espace-temps de Minkowski (R*, o), avec

-1

Yo = —dt® + dx® + dy? + dz? = —dt? + eucl.

o O O

O O = O
O = O O
= O O O

C'est le cadre de la relativité restreinte.
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Le bon contexte pour définir la masse est celui des systémes isolés.
A l'infini, leur comportement se rapproche de |'espace-temps de
Minkowski.

Exemple

La métrique de Schwarzschild sur R x (R3\ B(0, rp)) est donnée
par :

<1 m\ 2
_ _2r> 2( m)“
v5 = e 5 dt® + 1+2r eucl.
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Le bon contexte pour définir la masse est celui des systémes isolés.
A l'infini, leur comportement se rapproche de |'espace-temps de
Minkowski.

Exemple

La métrique de Schwarzschild sur R x (R3\ B(0, rp)) est donnée

mh 2
<1 B Z) 2 m\4
")/5 = —ﬁ dt + (1 + 27r> eUCI.

Remarques : La masse de |'étoile est donnée par m
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Le bon contexte pour définir la masse est celui des systémes isolés.
A l'infini, leur comportement se rapproche de |'espace-temps de
Minkowski.

La métrique de Schwarzschild sur R x (R3\ B(0, rp)) est donnée

par
m\ 2
<1 B ?) 2 my4
s = ——=<L5 dit + (1 + 7) eucl.
(1+ 2 2"
2r
Remarques : La masse de |'étoile est donnée par m

Lorsque r — 00, s tend vers la métrique de
Minkowski v = —dt? + eucl
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Comment étudier mathématiquement la notion de masse ?
m On se place dans le cadre de la géométrie riemannienne
m Comment définir les systémes isolés ?

m Comment définir la masse ?
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Variétés asymptotiquement euclidiennes

Définition

Une variété riemannienne (M", g) est dite Asymptotiquement
Euclidienne (ou AE) d'ordre 7 > 0 s'il existe un compact K C M et
un systéme de coordonnées x : M \ K — R" \ B(0, R) dans lequel

gj = 05 + O(IX™7),
dgij = O(Ix|7™™),
Ogij = O(IxI777),

ou (gjj) est la matrice du produit scalaire g dans ce systéme de
coordonnées.
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Masse d'une variété AE

Masse ADM [Arnowitt, Deser, Misner]

Soit (M, g) une variété asymptotiquement euclidienne, munie d'un
systéme de coordonnées a l'infini x. On pose

— i o i) I
m(Mag)l) - R'lE)noo Cn /Snl(R) ;(8lgl_j 8ngl) R dVOISnfl(R).

Ici, ¢, est une constante qui ne dépend que de la dimension.
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Masse d'une variété AE

Masse ADM [Arnowitt, Deser, Misner]

Soit (M, g) une variété asymptotiquement euclidienne, munie d'un
systéme de coordonnées a l'infini x. On pose

— i o i) I
m(Mag)l) - R'lE)noo Cn /Snl(R) ;(algl_j 8ngl) R dVOISnfl(R).

Ici, ¢, est une constante qui ne dépend que de la dimension.

Question

Pourquoi tant de haine?
m Quel rapport avec la masse ?

m Dépend des coordonnées ? Quantité finie ?
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Théorémes de Bartnik

Théoréme

Soient x et y deux systémes de coordonnées a I'infini sur une variété
AE. Alors il existe O € O(n) et v € R" tels que

x=Oy+v+O(x*"),

pour tout 7 < T.
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Théorémes de Bartnik

Théoréme

Soient x et y deux systémes de coordonnées a I'infini sur une variété
AE. Alors il existe O € O(n) et v € R" tels que

x=O0y+v+O(x"),
pour tout 7 < T.

Théoréme

Si (M, g) est AE d'ordre 7 > "52 et si Scal(g) est intégrable, alors
la masse de (M, g) est bien définie et ne dépend pas du choix du
systéme de coordonnées.
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Conjecture de la masse positive

Conjecture

Si (M", g) est une variété AE de dimension n > 3, dont la masse
est bien définie, et telle que Scal(g) > 0, alors m(M, g) > 0. De
plus, m(M, g) = 0 ssi (M, g) est isométrique a I'espace euclidien
(R", eucl).
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Théoréme

La conjecture de la masse positive est vraie dans les cas suivants :
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Théoréme

La conjecture de la masse positive est vraie dans les cas suivants :
m (Schoen, Yau, 1978) Lorsque 3 < dim(M) < 7.
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Théorémes de masse positive

Théoréme

La conjecture de la masse positive est vraie dans les cas suivants :
m (Schoen, Yau, 1978) Lorsque 3 < dim(M) < 7.
m (Witten, 1981) Lorsque M est spin.
m (Hein, Lebrun, 2015) Lorsque M est kahlérienne.
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Applications de la masse en géométrie conforme.

Probléme de Yamabe :

Soit (M, g) compacte de dimension n > 3. Existe-t-il une fonction
strictement positive ¢ telle que & := $?g soit a courbure scalaire
constante ?
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Probléme de Yamabe :

Soit (M, g) compacte de dimension n > 3. Existe-t-il une fonction

strictement positive ¢ telle que & := $?g soit a courbure scalaire
constante ?

Le probléme de Yamabe se raméne a étudier les points critiques
d'une fonctionnelle. Le minimum de cette fonctionnelle est un
invariant conforme, /'invariant de Yamabe N(M, [g]). Une étape-clé
consiste a comparer A(M, g) avec A(S", h).
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Applications de la masse en géométrie conforme.

Probléme de Yamabe :

Soit (M, g) compacte de dimension n > 3. Existe-t-il une fonction

strictement positive ¢ telle que & := $?g soit a courbure scalaire
constante ?

Le probléme de Yamabe se raméne a étudier les points critiques
d'une fonctionnelle. Le minimum de cette fonctionnelle est un
invariant conforme, /'invariant de Yamabe N(M, [g]). Une étape-clé
consiste a comparer A(M, g) avec A(S", h). Or

AM,g) —N(S", h) > C m(M, g).
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